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The main results of the development of a precision low-current meter based on a nonlinear 

ADC are presented. It is shown that the application of the method of nonlinear analog-to-digital 

conversion and a controlled voltage level at the non-inverting input of an integrating operational 

amplifier allows both high sensitivity and a wide dynamic range with a small spread of output 

codes. The use of the laboratory sample of the meter for cyclic tensile testing of steel specimens is 

described. 

Keywords: nonlinear analog-to-digital converter, nanoampere current meter, integrating operation-

al amplifier, magnetostriction measurement. 
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ПРЕЦИЗИОННЫЙ НИЗКОЧАСТОТНЫЙ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЬ «АНАЛОГ–КОД»  

ДЛЯ ПЕРСПЕКТИВНЫХ СИСТЕМ ТЕХНИЧЕСКОЙ ДИАГНОСТИКИ  

И НЕРАЗРУШАЮЩЕГО КОНТРОЛЯ 

Н. А. Лукина), Л. С. Рубинб)* 

Институт машиноведения УрО РАН,  
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Адрес для переписки: ул. Комсомольская, 34, г. Екатеринбург, Российская Федерация 

Тел.: 8–919–387–15–31 

Приводятся основные результаты разработки прецизионного измерителя малых то-

ков на базе нелинейного аналого-цифрового преобразования (АЦП). Применение разра-

ботанного метода и управляемого уровня напряжения на неинвертирующем входе инте-

грирующего операционного усилителя позволяет одновременно достичь высокой чув-

ствительности и широкого динамического диапазона при малом разбросе выходных ко-

дов. Описано применение лабораторного образца измерителя при циклических испытани-

ях стальных образцов на растяжение. 

Ключевые слова: нелинейный аналого-цифровой преобразователь, измеритель наноампер-

ного тока, интегрирующий операционный усилитель, измерение магнитострикции. 

1. Введение 

Развитие методов и средств неразрушающего контроля в настоящее время связано с 

прогнозированием остаточного ресурса контролируемых объектов, что требует реализации 

систем технического диагностирования. Современные средства технической диагностики 

включают в свой состав устройства цифровой обработки сигналов, что требует преобразова-

ния выходных сигналов сенсоров в цифровой код. К настоящему времени разработана боль-

шая номенклатура разнообразных аналого-цифровых преобразователей, реализованных в ви-

де микросхем. 

Можно выделить следующие области применения, в которых в настоящее время 

сформулированы наиболее жесткие требования к АЦП: 

− встроенная электроника микромеханических акселерометров [1, 2]; 

− системы контроля параметров сверхбольших интегральных схем в процессе их из-

готовления и эксплуатации [3]; 

− прецизионные сенсоры для регистрации физических и химических процессов с очень 

малыми значениями энергии [4]. 

Кроме того, развитие измерительных систем реального времени выявляет необходи-

мость прецизионного измерения малых электрических параметров. Краткий анализ состоя-

ния разработок систем измерения малых параметров в реальном времени [7] показывает, что 

необходимо обеспечивать выполнение взаимно противоречивых требований: 

– необходимо добиваться измерения малых и сверхмалых токов (порядка нано-  

и пикоампер) с относительной суммарной погрешностью порядка долей, %; 

http://orcid.org/0000-0001-6326-217X
mailto:rubin281@yandex.ru
mailto:rubin281@yandex.ru
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– требуется обеспечивать измерения в динамическом диапазоне до 100 дБ; 

– процесс измерения должен производиться в режиме жесткого реального времени; 

– необходимо обеспечить измерения одновременно от нескольких разных сенсоров. 

Одновременное удовлетворение всем перечисленным требованиям с использованием 

существующих подходов, основанных на усилении входного сигнала и последующем аналого-

цифровом (АЦ)-преобразовании, практически невозможно. Поэтому представляется целесооб-

разным использование функциональных возможностей микроэлектроники, которые могут реа-

лизовать на аналоговом уровне первичную обработку входного сигнала с тем, чтобы как ми-

нимум существенно упростить АЦ-преобразование. Это направление на современном и буду-

щем этапах развития микроэлектроники в определенной степени возвращает достаточно ста-

рые концепции АЦП, которые успешно развивались еще в 50–60-х гг. XX в. во многих науч-

ных школах и коллективах разработчиков нашей страны. К таким идеям все чаще приходят 

исследователи и разработчики современных систем реального времени, когда с помощью чи-

сто цифровых подходов уже не удается добиться либо высокой точности, либо широкого диа-

пазона изменения измеряемых параметров. В настоящее время в ряде случаев предпринима-

ются попытки реализовать задачи с помощью аналоговых процессоров. В частности, агентство 

DARPA начало финансирование разработки экспериментального образца системы наблюдения 

и разведки на основе оптических сенсоров [5]. В этом проекте прорабатывается вариант ис-

пользования аналоговых решающих модулей для реализации алгоритмов, которые еще недав-

но считались чисто «цифровыми» в плане применения элементной базы. 

В настоящей статье описаны результаты разработки многоканальной прецизионной 

измерительной системы сбора данных (ССД), представленных в форме входных токов малой 

величины, для систем реального времени. АЦП реализуется на основе широко применяемой 

операции интегрирования. При этом внимание уделяется использованию функциональных 

возможностей аналоговой электроники с целью уменьшения погрешности измерения и уве-

личения диапазона измеряемых величин. Операция интегрирования выполняется в течение 

заданного интервала времени, что ограничивает быстродействие АЦП интегрирующего типа.  

2. Нелинейная шкала измерений 

Измерение малых токов в ответственных применениях всегда связано с необходи-

мостью уменьшить влияние неизбежно присутствующих помех аддитивного характера.  

С целью снижения влияния этих помех был выбран один из наиболее точных – метод АЦП 

с двухтактным интегрированием [6]. Суть метода состоит в том, что в первом такте изме-

ряемый входной ток интегрируется на емкости операционного усилителя-интегратора и за 

определенный заранее отрезок времени преобразуется в уровень напряжения на емкости. 

Во втором такте производится разряд этой емкости до некоторой заранее заданной величи-

ны напряжения на обкладках. При этом изменение напряжения на выходе операционного 

усилителя-интегратора во втором такте преобразования определяется выбором способа 

разряда интегрирующей емкости. Высокая точность метода определяется тем, что одна и та 

же емкость участвует в процессах заряда–разряда, при этом одновременно производится 

усреднение аддитивной смеси входного тока и помех. 

В измерителях с двухтактным интегрированием чаще всего применяются линейные 

измерительные шкалы. В этом случае для обеспечения большого динамического диапазона 

измерения, например 100 дB, необходимо существенно увеличивать напряжение источников 

питания, что для аппаратуры с автономным питанием нежелательно. Увеличения динамиче-

ского диапазона измеряемой величины добиваются путем применения нелинейной шкалы, 

которая реализуется с помощью кусочно-линейной аппроксимации, при которой линейность 

шкалы с некоторой постоянной крутизной сохраняется на определенном интервале измеряе-

мых величин, а при выходе за этот интервал крутизна шкалы меняется, сохраняя постоянное 

значение до достижения следующей границы интервала измеряемой величины. Известным 
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недостатком кусочно-линейной аппроксимации является значительная погрешность измере-

ний в местах переключения интервальных шкал. Это обусловлено наличием так называемой 

«мертвой» зоны в компараторах, которая увеличивает суммарную погрешность измерений и 

более существенно зависит от величины внешнего шума, чем погрешность для любой другой 

точки линейных сегментов приближения нелинейной шкалы. Этого недостатка принципи-

ально лишены гладкие нелинейные шкалы, которые являются одним из предметов рассмот-

рения в нашей работе.  

Для формирования измерительной шкалы используется источник тока разряда емко-

сти интегратора, у которого ток меняется во времени. Вид нелинейности шкалы определяет-

ся заранее комбинацией параметров (номиналов) элементов цепи разряда емкости интегра-

тора и изменения тока разряда. Основой функционирования измерителя является нелинейное 

АЦ-преобразование входных токов в цифровые коды, при этом в качестве функциональной 

шкалы преобразования в каждом канале измерения выбрана параболическая шкала вида  

N = k(𝐼𝑖𝑛)
𝑚, где k – масштабный коэффициент, 𝐼𝑖𝑛 – входной ток [A]; m<1. В [7] показано, что 

при любых значениях измеряемого тока выбранная шкала обеспечивает меньшую относи-

тельную суммарную погрешность измерения по сравнению с линейным вариантом (m = 1), 

широко используемым в настоящее время. 

Применение АЦП интегрирующего типа позволяет не только эффективно снизить 

влияние аддитивных случайных шумов на разброс выходных кодов, но и заменить цифровое 

интегрирование входного сигнала при необходимости его дальнейшей обработки. В этом 

случае удается избежать погрешностей численных методов интегрирования. 

Важное значение имеет борьба с влиянием электромагнитного фона, который практи-

чески всегда присутствует при технической диагностике исследуемых объектов в реальных 

условиях их эксплуатации. Электромагнитный фон влияет на входные цепи измерителей ма-

лых электрических сигналов, действуя как аддитивная помеха. Для снижения этого влияния 

дополнительно к двухтактному интегрированию применен компенсационный метод. Суть 

компенсационного метода состоит в том, что создается электрическая цепь, симметричная 

входной цепи измерительного устройства, а на ее выходе формируется электрический сиг-

нал, вызванный только действием электромагнитного фона, и этот сигнал затем вычитается 

из смеси сигнала и помехи на входе измерительных цепей преобразователя «ток–код». 

Структурная схема АЦП интегрирующего типа с параболической функциональной шкалой, 

реализующая компенсационный метод подавления влияния электромагнитного фона, приве-

дена в [8]. Эффективность компенсационного метода целиком определяется примененной 

электрической схемой входных цепей измерителя. 

3. Макет нелинейного преобразователя «аналог–код»  

С целью подтверждения эффективности предложенного способа преобразования на 

основе результатов работ по компьютерному моделированию алгоритмических и схемотех-

нических решений был создан макет 4-канального преобразователя «наноамперный ток–код» 

с нелинейной шкалой преобразования. На рис. 1 приведена структурная схема 4-канального 

преобразователя «наноамперный ток–код». 

Структурная схема состоит из аналоговой и цифровой частей. Аналоговая часть со-

держит четыре измерительные ячейки и общий для всех ячеек генератор пилообразного 

напряжения. На выходе каждого канала формируется короткий импульс, временное положе-

ние которого определяется интегралом от измеряемого электрического тока. Цифровая часть 

разработана на основе стандартной платы STM32L-Discovery. В цифровой части формиру-

ются все служебные сигналы, необходимые для организации двухтактного интегрирующего 

преобразования входного тока во временное положение импульса, а также преобразования 

временного положения импульса в цифровой код, который через USB-разъем поступает в 

память подключаемого через этот разъем компьютера.  
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Рис. 1. Структурная схема 4-канального преобразователя «наноамперный ток–код» 

На рис. 2 представлена функциональная схема одного канала преобразователя 

«аналог–временной интервал», на рис. 3 приведены временные диаграммы, поясняющие ее 

функционирование. Работа схемы осуществляется циклами длительностью 10 мс. Каждый 

цикл состоит из двух тактов: первый такт длится 3,5 мс, второй – 6,5 мс (рис. 3 а). Соответ-

ствующие управляющие импульсы от микропроцессора поступают на контакт ЗАПУСК. 

Входной измеряемый ток через контакт ВХОДНОЙ ТОК и цепь заряда емкости заряжает ем-

кость С в течение всего первого такта. Операционный усилитель (ОУ) и включенная парал-

лельно ему емкость С являются интегратором, поэтому выходное напряжение ОУ линейно 

изменяется во времени (рис. 3 б), а на емкости С накапливается электрический заряд. 

 

 

Рис. 2. Функциональная схема одного канала преобразователя  

«аналог–временное положение импульса» аналоговой части макета 
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Рис. 3. Временные диаграммы напряжений в разных точках функциональной схемы рис. 2 

По окончании управляющего импульса ЗАПУСК начинается второй такт преобразо-

вания, цепь заряда емкости прерывает поступление входного тока на заряд емкости С, кото-

рая начинает разряжаться через цепь разряда. Величина тока разряда емкости С определяется 

напряжением, формируемым на контакте ГПН, соединенным через резистор с выходом гене-

ратора пилообразного напряжения (рис. 1). Это и обеспечивает нелинейность разряда емко-

сти, при этом m = 0,5. 

К выходу ОУ подключены схема сравнения и схема ограничения уровня. Схема срав-

нения находится в режиме ожидания до тех пор, пока процесс разряда емкости С не приведет 

к тому, что уровень напряжения на выходе ОУ становится сравнимым с постоянным уров-

нем, который подается в схеме макета на контакт ОБЩИЙ. Момент сравнения зависит от 

уровня напряжения, до которого зарядилась емкость интегратора к концу первого такта пре-

образования, и от величины скорости изменения тока разряда. 

Этот момент фиксируется схемой сравнения, которая формирует на выходе импульс 

положительной полярности (рис. 3 в). Этим импульсом запускается схема формирования вы-

ходного сигнала, при этом:  

1) формируется выходной импульс канального преобразователя «ток – временной ин-

тервал», электрически согласованный с входными цепями микропроцессора цифровой части 

макета, и поступающий на выходной контакт К ОПТРОНУ; 

2) формируется импульсный сигнал, управляющий подключением генератора пило-

образного напряжения через цепь разряда емкости к емкости С (рис. 3 г), передний фронт 

которого совпадает с окончанием первого такта преобразования, а задний фронт во времени 

совпадает с выходным импульсом схемы сравнения (рис. 3 в). Этот же импульсный сигнал 

используется для управления схемой управления уровнем напряжения; 

3) синхронизируется схема формирования выходного сигнала импульсом ЗАПУСК. 

Работу схемы ограничения уровня и схемы управления уровнем напряжения рассмот-

рим совместно. Схема управления уровнем напряжения подстраивает уровень напряжения на 

неинвертирующем входе ОУ. Стандартные схемы включения ОУ в режиме интегратора 

предполагают постоянство напряжения на неинвертирующем входе. Обычно это нулевой 

уровень относительно напряжений источников питания, в функциональной схеме он уста-
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новлен на контакте ОБЩИЙ. Однако такое включение не позволяет использовать свойство 

ОУ подавлять синфазные помехи, если они одновременно присутствуют на инвертирующем 

и неинвертирующем входах ОУ. Для обеспечения такой возможности необходимо изменить 

схему подключения неинвертирующего входа, что и осуществляется схемой управления 

уровнем напряжения. 

В основе действия схемы управления лежит подключение к неинвертирующему входу 

запоминающей емкости, на которой формируется и запоминается электрический потенциал. 

Поскольку в ОУ всегда обеспечивается линейный режим работы, то потенциал, устанавли-

вающийся на неинвертирующем входе, с высокой точностью повторяется на инвертирую-

щем входе. При этом выходной импульс канального преобразователя формируется в момент 

времени, который наступает после начала второго такта преобразования даже в том случае, 

если входной ток равен нулю. Это обеспечивает величину нижней границы динамического 

диапазона измерения, которая в цифровой форме на цифровом выходе преобразователя 

отображается ненулевым кодом. 

Сигнал на неинвертирующем входе ОУ показан на рис. 3 д. В схеме управления уров-

нем напряжения формируется небольшой отрицательный уровень на интервале времени от 

начала первого такта до момента сравнения (рис. 3 е). В течение этого отрезка времени на 

запоминающей емкости устанавливается небольшой неизменный отрицательный потенциал, 

который повторяется на инвертирующем входе, что добавляет к входному току некоторый 

постоянный ток, который и обеспечивает ненулевой код при нулевом входном токе. 

Схема сравнения формирует импульс в момент превышения сигналом на выходе ОУ 

нулевого уровня, который затем фиксируется схемой ограничения уровня до момента начала 

первого такта следующего цикла преобразования. Фиксация уровня на выходе ОУ позволяет 

стабилизировать остаточный заряд емкости С до начала первого такта любого цикла преоб-

разования, а также обеспечивает линейный режим работы ОУ во втором такте преобразова-

ния от момента сравнения до начала первого такта преобразования следующего цикла.  

От момента формирования импульса сравнения до начала первого такта следующего 

цикла преобразования в схеме управления уровнем напряжения разблокируются цепи «заря-

да–разряда» запоминающей емкости. В результате напряжение на неинвертирующем входе 

изменяется, немного снижаясь в отрицательную область в начале процесса перезаряда запо-

минающей емкости, а затем плавно изменяясь до уровня, который был в начале первого так-

та преобразования. К началу первого такта второго цикла преобразования потенциал на не-

инвертирующем входе восстанавливается. Поскольку режим работы ОУ линеен, то это обес-

печивает постоянство и практическое равенство уровней на неинвертирующем и инвертиру-

ющем входах ОУ в течение всего времени «заряда–разряда» емкости в любом цикле преоб-

разования. Это позволяет электрические цепи, контактирующие с инвертирующим и неин-

вертирующим входами ОУ, выполнить симметрично и реализовать свойство дифференци-

ального входа ОУ подавления синфазных помех.  

4. Экспериментальные исследования макета нелинейного АЦП 

Разработанный макет был испытан в нормальных условиях с целью выявления парамет-

ров разброса выходных кодов в диапазоне изменения входного тока от 0 до 1000 нА. В качестве 

источника тока наноамперного диапазона использовался источник-измеритель Keithley 2450. 

Входной ток задавался в виде ступенчато изменяющегося тока, время экспозиции каждой ступе-

ни, в течение которого входной ток не менялся, составляло около 5 с. Выходные коды в виде 

текстового файла через USB разъем поступали в компьютер, в котором на экране монитора 

отображались в виде точек, показывающих изменения выходного кода i-го канала во времени. В 

каждом массиве кодов, соответствующем заданной ступени входного тока вычислялись среднее 

значение и стандартное отклонение. Разброс выходных кодов определяется наличием внешних 

помех, действующих на входные цепи преобразователя, среди которых всегда присутствует 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2020 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

14 

 

 

Lukin N. A. and Rubin L. S. A precision low-frequency analog-to-digital converter for advanced systems of technical diagnos-

tics and nondestructive testing // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2020. – Iss. 5. – P. 6–16. – 

DOI: 10.17804/2410-9908.2020.5.006-016. 

 

флуктуационный шум, и несовершенством работы электрической схемы, которое связано  

с шумами, генерируемыми элементами электрической схемы. Результаты преобразования токов 

в диапазоне от 0 до 1000 нА в код для одного из каналов приведены в таблице. 

Цифровые данные, полученные на выходе одного канала преобразователя  

АЦ-ФОП при ступенчатом изменении входного измеряемого тока  

№ 

п.п. 

Величина  

входного  

тока, 

нА 

Среднее значение 

цифрового  

отсчета, М 

Стандартное 

отклонение,  

Δ 

Относительное  

значение стандартного  

отклонения от среднего 

значения, Δ/М, % 

Время  

экспозиции,  

сек 

1 0 1220,8 2,701 0,221 5,0 

2 1 1677,9 1,748 0,104 4,8 

3 2 2023,6 1,451 0,072 4,9 

4 4 2567,7 1,191 0,046 5,1 

5 8 3388,4 0,963 0,028 4,9 

6 16 4590,4 0,749 0,016 5,0 

7 32 6330,4 0,542 0,009 4,7 

8 64 8821,7 0,498 0,006 4,9 

9 128 12374,3 0,442 0,004 4,8 

10 256 17432,4 0,464 0,003 4,9 

11 512 24639,4 0,472 0,002 5,0 

12 1000 34559,8 0,384 0,001 4,9 

 

Из приведенных в таблице данных следует, что влияние флуктуационных шумов на 

стандартное отклонение от среднего значения при нелинейной шкале, аппроксимируемой 

степенной функцией с показателем степени m, близким к 0,5, с увеличением входного тока 

уменьшается. При этом в области малых значений входного тока стандартное отклонение 

относительно среднего значения выходного кода не превышает 0,22 % , а на верхней границе 

динамического диапазона стандартное отклонение составляет 0,001 % от среднего значения 

выходного кода. Разрешающая способность в начале шкалы не больше 10 пA. 

Для оценки устойчивости работы электрической схемы производилось измерение ста-

бильности выходных кодов преобразователя при ступенчатом изменении величины входного 

тока непрерывно в течение 14 ч работы преобразователя в нормальных условиях.  

Результаты исследований функционирования макета аналого-цифрового преобразова-

теля с нелинейной шкалой показали, что преобразование токов наноамперного диапазона в 

цифровые коды в нормальных условиях осуществляется с высокой стабильностью, которая 

характеризуется разбросом выходных кодов при неизменном входном сигнале во всем изме-

ряемом наноамперном диапазоне не более 0,1 % от величины выходного кода. 

Поскольку исследуемый макет содержит 4 одинаковых канала преобразования, была 

произведена оценка межканальных помех для двух вариантов включения каналов: 

1. На входы трех каналов подавался нулевой входной ток, а на вход 4-го канала –  

меандр с входным током 0 нА и 1000 нА и периодом 900 мс. 

2. На вход одного канала – нулевой входной ток, а на 3 других входа подавался один 

и тот же сигнал в виде меандра с входным том 0 нА и 1000 нА и периодом 900 мс. 

В обоих вариантах обнаружить влияние меандра на выходные коды каналов с нуле-

вым входным током не удалось. 
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5. Применение нелинейного измерителя малых токов для исследования магнитострикции 

Разработанный макет преобразователя «наноамперный ток–код» был применен для 

исследования конструкционных материалов, которые предварительно подвергались дли-

тельным циклическим механическим воздействиям на растяжение. В частности, проводилось 

измерение магнитострикции сталей, применяемых для изготовления трубопроводов, крупно-

габаритных корпусов, в которых относительное изменение размеров из-за влияния магнито-

стрикции составляет 10–6 [9].  

В процессе измерений осуществляли запись выходных кодов одного канала макета  

4-канального преобразователя «ток–код», подключенного через согласующий каскад, имею-

щий дифференциальный вход и недифференциальный выход, к тензорезистивному мосту, а 

на второй канал макета подавался сигнал от потенциалметра.  

Выходные коды макета АЦП регистрировали в виде последовательности кодов во 

времени с дискретом 10 мс, а изменение кодов во времени непосредственно использовано 

для оценки относительного изменения продольных и поперечных размеров образцов при из-

менении магнитного поля.  

Результаты измерения магнитострикции с использованием преобразователя «нано-

амперный ток–код» показывают: 

− разработанный и описанный в данной работе АЦП с нелинейной шкалой преобра-

зования позволяет получить малые разбросы измерений – средние относительные разбросы 

значений цифровых кодов за все время составили не более 7 %; 

− чувствительность АЦП имеет порядок 10–10 А, что обеспечивает измерение измене-

ния сопротивления тензомоста 400 Ом с разрешающей способностью порядка 10–4 Ом.  

6. Выводы  

1. Разработанный макет 4-канального преобразователя «наноамперный ток–код»  

позволяет регистрировать наблюдаемые параметры в динамическом диапазоне не менее  

60 дБ с малыми разбросами выходных кодов в реальном времени. 

2. Высокие характеристики преобразования достигнуты применением нелинейной 

шкалы преобразования, модель которой представляет степенную функцию с показателем 

степени, меньше единицы, и примененной схемой включения входов интегрирующего опе-

рационного усилителя, позволяющей использовать его свойство подавления синфазных сиг-

налов. 

3. Выбранная модель нелинейной шкалы позволяет уменьшить влияние флуктуацио-

ных шумов и нестабильной работы элементов электрической схемы преобразователя на раз-

брос его выходных кодов.  
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Статья посвящена выработке и формированию системы показателей для оценки ха-

рактеристик асинхронных электродвигателей (АЭД) на различных этапах жизненного цикла. 

Задача решается на основе топологического подхода к анализу неоднородных электромеха-

нических систем. Описывается жизненный цикл АЭД и задачи его информационного сопро-

вождения. Представлены потоки диагностической информации. Предложены показатели для 

оценки технического состояния АЭД на различных этапах жизненного цикла. 

Ключевые слова: асинхронный электродвигатель, жизненный цикл, эксплуатационные  

состояния, топологический подход, показатели технического состояния. 

1. Введение 

Асинхронные электродвигатели (АЭД) характеризуются массовым применением и 

входят в состав большинства технических систем. О широте их применения свидетельствует 

тот факт, что эксплуатируемый в настоящее время парк АЭД Российской Федерации имеет 

мощность порядка 70 млн кВт. 

Применяемые в настоящее время показатели технического и энергетического качества 

АЭД, такие как КПД и коэффициент мощности [1, 2], предполагают параметрическую одно-

родность объекта. К тому же они являются зависимыми, т. е. характеризуют как техническое 

состояние самого объекта, так и режим его эксплуатации. Вместе с тем по своим физическим 

и параметрическим характеристикам АЭД является неоднородной электромеханической си-

стемой.  

Отметим, что у параметрически неоднородного электродвигателя могут быть и одно-

родные эксплуатационные состояния. При этом сам асинхронный электродвигатель как фи-

зико-техническая система параметрически неоднороден. Подтверждением этого, в частности, 

является факт различных входных сопротивлений электродвигателя для токов прямой и ну-

левой последовательностей. Параметрическая неоднородность, в основе которой лежит фи-

зическая неоднородность устройства, может проявляться или не проявляться, но она внут-

ренне присуща электромеханической системе и неотъемлема от нее. 

Значение факторов качественного проектирования и регулярной эксплуатационной 

диагностики в повышении технического уровня и надежности технических систем весьма 

высоко. Это связано с укрупнением технических систем, высокой степенью их интегриро-

ванности и с повышением их роли в экономической жизни страны. В полной мере это отно-

mailto:kurilinsp@inbox.ru
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сится к качественному проектированию и эксплуатационной диагностике АЭД, которые  

в значительной мере определяют технический уровень, надежность и живучесть технических 

систем. При этом ключевую роль играют, во-первых, система показателей для оценки харак-

теристик АЭД на различных этапах жизненного цикла, во-вторых, методы и способы их мо-

ниторинга, производимого по ходу эксплуатации. В этих аспектах факт параметрической не-

однородности электродвигателя, проявляющийся по мере его эксплуатационного старения, 

является существенным. 

2. Постановка задачи и методы решения 

Задачей исследования является выработка и формирование системы показателей для 

оценки характеристик асинхронных электродвигателей на различных этапах жизненного 

цикла. Разрабатываемые показатели должны быть независимыми от внешних воздействий,  

т. е. должны отображать само изделие, а не режим его эксплуатации. 

Поставленная задача решается методами, способами и средствами, присущими топо-

логическому подходу к анализу неоднородных электромеханических систем [3–5]. В соот-

ветствии с ним разрабатываемые показатели отображают состояние векторного пространства 

АЭД и те изменения, которые в нем происходят в связи с эксплуатационным старением из-

делия. 

3. Результаты и обсуждение 

3.1. Жизненный цикл АЭД 

В жизненном цикле АЭД выделяются фазы проектирования, изготовления и эксплуа-

тации изделия. На протяжении фазы эксплуатации состояния АЭД изменяются от эталонного 

состояния, имеющего место в момент выпуска с производящего предприятия, до предельно-

го состояния, имеющего место в момент прекращения эксплуатации. Фазы жизненного цик-

ла и эксплуатационные состояния АЭД на оси времени жизненного цикла представлены на 

рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Фазы жизненного цикла и эксплуатационные состояния АЭД 

Здесь ПИ – фаза проектирования и изготовления изделия, имеющая место до начала экс-

плуатации АЭД. По информационному входу 1 поступают обработанные данные диагностиче-

ских тестирований и учетные данные эксплуатируемых АЭД. ЭЭС – эталонное эксплуатацион-

ное состояние, в котором все технические показатели АЭД соответствуют требованиям норма-

тивно-технической документации, а само изделие полностью работоспособно. ЭЭС соответству-

ет моменту 0=t  завершения выходных испытаний и начала эксплуатации АЭД. По входу 2  

в процессе выходных испытаний снимается информация об эталонном техническом состоянии 

изделия. Вероятность работоспособности для ЭЭС принимается равной единице. ТЭС – текущее 

эксплуатационное состояние, соответствующее фиксированному моменту эксплуатации 0t . 
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В этом состоянии АЭД уже подвергся эксплуатационному старению и, возможно, приобрел 

мелкие (не вызывающие потерю работоспособности) повреждения. В связи с этим технические 

показатели изделия отклонились от эталонных значений ЭЭС, что можно трактовать как частич-

ную утрату работоспособности. По входу 3 в процессе эксплуатационного тестирования снима-

ется информация о текущем техническом состоянии изделия. ПЭС – предельное эксплуатацион-

ное состояние, соответствующее моменту прекращения эксплуатации pTt = . В предельном 

состоянии технические показатели АЭД неустранимо ушли за рамки требований нормативно-

технической документации. В нормативно-техническом, смысле изделием полностью утрачена 

работоспособность и вероятность сохранения работоспособности равна нулю. По показателям 

ПЭС определяется и передается по входу 4 информация о предельных отклонениях технических 

показателей от эталонных значений. 

3.2. Задачи информационного сопровождения жизненного цикла АЭД 

В плане научного и информационного сопровождения жизненного цикла АЭД выде-

ляются две задачи – прогнозная и структурно-аналитическая. 

Содержанием прогнозной задачи является получение сведений о текущей работоспо-

собности АЭД, в частности – получение прогнозных оценок остаточного ресурса и вероятно-

сти потери работоспособности. Оценки даются для каждого электродвигателя и впослед-

ствии анализируются и обобщаются по характерным эксплуатационным группам. Источни-

ком информации для решения прогнозной задачи служат данные о текущем техническом со-

стоянии эксплуатируемого АЭД, получаемые в результате регулярного диагностического те-

стирования. Выходом задачи является принятие решения о продолжении или прекращении 

его эксплуатации. Возможно также решение об изменении режима эксплуатации. 

Содержанием структурно-аналитической задачи является, во-первых, разделение экс-

плуатируемых АЭД по характерным эксплуатационным группам, во-вторых, получение све-

дений о степени соответствия конструктивных и технологических решений, принятых на 

этапе проектирования и изготовления изделия, условиям и режимам эксплуатации. Оценки 

соответствия даются для каждой фиксированной эксплуатационной группы. 

Источниками информации для решения структурно-аналитической задачи служат 

обобщенные данные диагностических тестирований, а также результаты моделирования экс-

плуатационных состояний АЭД. Выходом задачи являются проектно-конструкторские и тех-

нологические рекомендации, а также эксплуатационные требования для фиксированной экс-

плуатационной группы АЭД. 

Таким образом, эксплуатационная диагностика связывает воедино проектировочные 

решения и производственные технологии – с одной стороны и вероятность безотказной ра-

боты, и остаточный ресурс – с другой стороны. Естественным продолжением такого объеди-

нения является выработка критериев оптимальности жизненного цикла электромеханических 

систем, а также создание методов, способов, правил и технологий их реализации в рамках 

фиксированной эксплуатационной группы. 

3.3. Эксплуатационные группы АЭД 

Основной физический процесс, отслеживаемый в ходе эксплуатационной диагностики 

АЭД, процесс его эксплуатационного старения, т. е. процесс постепенной утраты изделием 

физических, конструктивных, параметрических и технических свойств. Эксплуатационное 

старение – сложный и трудно формализуемый процесс, зависящий от многих детерминиро-

ванных и случайных факторов. Вместе с тем, очевидно, что интенсивность старения опреде-

ляется степенью защиты, а также условиями и характером эксплуатации изделия, т. е. дли-

тельностью эксплуатации, влажностью, запыленностью, агрессивностью окружающей среды, 

частотой и интенсивностью перегрузок, сезонностью эксплуатации, нестабильностью пара-
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метров питания и др. В этой связи авторы считают целесообразным введение специального 

термина «эксплуатационная группа», под которой понимается группа АЭД с приблизительно 

одинаковыми условиями и характером эксплуатации и, следовательно, с приблизительно 

одинаковыми темпами эксплуатационного старения. Показатель темпа эксплуатационного 

старения, определяемый в ходе эксплуатационной диагностики, может быть использован как 

числовой критерий для отнесения АЭД к той или иной эксплуатационной группе.  

3.4. Информационные потоки на этапах жизненного цикла АЭД 

Информация, передаваемая по входам 1–4 (рис. 1), обрабатывается с целью получения 

необходимых прогнозных и структурно-аналитических показателей АЭД. Диаграмма  

информационных потоков на этапах жизненного цикла АЭД представлена на рис. 2.  

 

 

Рис. 2. Информационные потоки на этапах жизненного цикла АЭД 

Методология проведения диагностического обследования и способ формирования ди-

агностических матриц приведены в [4, 6–8]. В соответствии с ними на первом этапе диагно-

стического обследования  экспериментально формируются матрицы Грина для состояний 

ЭЭС и ТЭС. Матрица Грина для состояния ЭЭС в долях от амплитуды тока проводимости 

имеет вид: 

1 0 1

(0) 1 1 0

0 1 1

G

 
 

=
 
 
 

. 

Матрица Грина для состояния ТЭС в тех же единицах имеет вид 

( )

Am Am Cm

Am Bm Bm

Cm Bm Cm

I i I

G t I I i

i I I

 
 

=
 
 
 

, 
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где IAm; IBm; ICm – амплитуды токов проводимости в фазах обмотки статора А, В, С; iAm; iBm; 

iCm – амплитуды индуцированных токов в фазах обмотки статора А, В, С. Матрицы G(0)  

и G(t) формируются в процессах выходного и эксплуатационного тестирования АЭД соот-

ветственно. 

3.5. Показатели технического состояния АЭД 

На втором этапе диагностического обследования вычисляется матрица текущих  

отклонений (рис. 2): 

( )( ) (0) ( )G t abs G G t = − , 

которая далее нормируется 

1 1

1 1
( )

1 1

Am Am Cm

Am Bm Bm

Cm Bm Cm

I i I

I i I

I I i
G t abs

I I i

i I I

i I I

− − 
   
 
− −  =

   
 

− − 
 

   

. 

Для нормирования вводятся различные предельные отклонения элементов проводи-

мости (I) и индуктивных элементов (i) матрицы текущих отклонений. Предельные откло-

нения определяются экспертным путем и ассоциируются с предельным эксплуатационным 

состоянием. Это означает, что достижение каким-либо элементом матрицы || G(t)|| значения 

1 свидетельствует о появлении состояния ПЭС и влечет за собой прекращение эксплуатации 

АЭД. 

После нормирования определяется максимальное нормированное отклонение элемен-

тов матрицы Грина от эталонных значений свидетельствующее о степени эксплуатационного 

старения изделия: 

max max ( )G t =  . 

На третьем этапе диагностического обследования определяются: 

– показатель темпа эксплуатационного старения изделия 

max
t

t


 = ; 

– показатель вероятности сохранения работоспособности изделия 

max( ) 1p t = − ; 

– показатель остаточного ресурса изделия 

( )
op

t

p t
T =


. 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2020 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

24 

 

 

Kurilin S. P. and Sokolov A. M. Formation of a system of indicators for evaluating the characteristics of asynchronous electric 

motors at their life cycle stages // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2020. – Iss. 5. – P. 17–25. – 

DOI: 10.17804/2410-9908.2020.5.017-025. 

 

Данные показатели направляются в систему поддержки эксплуатационных решений 

(СПЭР), а также в систему обработки диагностических данных (СОДД). СПЭР накапливает и 

обрабатывает информацию для принятия решения о продолжении или прекращении эксплу-

атации изделия. СОДД обрабатывает диагностические и учетные данные обследованного 

АЭД и относит его к определенной эксплуатационной группе. 

Полученная в ходе периодических диагностических обследований информация позво-

ляет обоснованно решать эксплуатационные задачи и в отношении конкретного АЭД, и в от-

ношении эксплуатационных групп, и в отношении парков АЭД различных технических си-

стем и отраслей экономики. Отметим также, что в соответствии со спецификой формирова-

ния матриц Грина, информация, содержащаяся в них, не соотносится с режимом эксплуата-

ции АЭД, т. е. является безусловной и характеризует только само изделие. 

4. Заключение 

В плане научного и информационного сопровождения жизненного цикла АЭД выде-

ляются две задачи – прогнозная и структурно-аналитическая. Их решение позволяет органи-

зовать эффективную эксплуатацию парка АЭД РФ. При этом ключевую роль играют, во-

первых, система показателей для оценки характеристик АЭД на различных этапах жизненно-

го цикла, во-вторых, методы и способы их мониторинга, производимого по ходу эксплуата-

ции. В этих аспектах существенным является факт параметрической неоднородности элек-

тродвигателя, проявляющийся по мере его эксплуатационного старения. 

Эксплуатационная диагностика является общим звеном отмеченных выше задач.  

На основе данных диагностического тестирования определяются такие показатели текущего 

технического состояния АЭД, как показатель темпа эксплуатационного старения, показатель 

вероятности сохранения работоспособности и показатель остаточного ресурса. Данные пока-

затели позволяют существенно повысить обоснованность принимаемых эксплуатационных 

решений. 
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The paper deals with the construction of exact solutions to a nonlinear heat equation with 
degeneration in the case of the zero value of the required function. Generically self-similar solutions 
and traveling wave solutions are considered, the construction of which reduces to solving Cauchy 
problems for a nonlinear second-order ordinary differential equation with a singularity before the 
higher derivative. Two approaches are proposed to solve the Cauchy problems: the analytical solu-
tion by the power series method and the numerical solution by the boundary element method on a 
specified segment. A complex computational experiment is carried out to compare the above two 
methods with each other and with the finite difference methods, namely the Euler method and the 
fourth-order Runge-Kutta method. Power series segments are used on the first step of the finite dif-
ference solutions in order to resolve the singularity. The comparison of the application domains, the 
accuracy of the solutions and their dependence on the parameters of a certain problem shows that 
the boundary element method is the most universal, although not the most accurate for some partic-
ular examples. The conclusions drawn allow us to construct benchmark solutions to verify the ap-
proximate solutions of the nonlinear heat equation by various methods in a wide range of parameter 
values.  

Keywords: nonlinear heat equation, exact solution, generically self-similar solution, traveling 
wave, power series, boundary element method. 
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Работа посвящена построению точных решений нелинейного уравнения теплопроводно-
сти с вырождением в случае нулевого значения искомой функции. Рассмотрены обобщенно-
автомодельные решения и решения типа бегущей волны, нахождение которых сводится к реше-
нию задач Коши для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка с особен-
ностью при старшей производной. Для решения этих задач предложены два подхода: построе-
ние аналитического решения методом степенных рядов и построение решения на заданном от-
резке методом граничных элементов. В проведенном объемном вычислительном эксперименте 
построенные двумя методами решения сравнивались между собой, а также с разностными ре-
шениями методами Эйлера и Рунге–Кутта, в которых для раскрытия особенностей на первом 
шаге используются отрезки степенных рядов. Сопоставление областей применимости методов, 
точности решений и их зависимости от параметров конкретной задачи показало набольшую 
универсальность метода граничных элементов, хотя для отдельных примеров лучшую точность 
имели решения другими методами. Сделанные выводы позволят с достаточной корректностью 
строить эталонные решения для верификации приближенных решений нелинейного уравнения 
теплопроводности различными методами в широком диапазоне значений параметров. 

Ключевые слова: нелинейное уравнение теплопроводности, точное решение, обобщенно-
автомодельное решение, бегущая волна, степенной ряд, метод граничных элементов. 

1. Введение 

Верификация численных методов решения краевых задач для дифференциальных 
уравнений с частными производными является важной составляющей их разработки. Особую 
актуальность указанная проблематика приобретает в связи с исследованием нелинейных 
уравнений с особенностями, поскольку в этом случае очень редко удается доказать сходи-
мость метода и тогда в основе верификации обычно лежит сравнение полученных решений с 
известными точными решениями, либо с приближенными решениями, полученными други-
ми методами. Статья посвящена исследованию методов построения точных решений типа 
бегущей волны, а также обобщенно-автомодельных решений для вырождающегося нелиней-
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ного параболического уравнения, которые авторы используют для верификации разрабатыва-
емых ими алгоритмов на основе метода граничных элементов (МГЭ). 

Рассмотрим нелинейное уравнение теплопроводности с источником [1, 2]: 

    THTTkT xxt  . (1.1) 

Здесь t  – время; x  – пространственная координата; T  – искомая функция (темпера-
тура);  Tk  – функция источника. Будем считать, что   00 k ;   00 H . В случае монотон-

ности и достаточной гладкости функции  Tk  подстановкой  Tku =  уравнение (1.1) приво-
дим к виду 

   uhuuFuuu xxxt  2 . (1.2) 

Здесь    
  1


 


u

uu
uF ;     

 u

uH
uh




 ;  uT   – функция, обратная к  Tku = . 

Важным свойством уравнения (1.2) является вырождение параболического типа при 
0u , что приводит к существованию решений, имеющих вид тепловой волны, распростра-

няющейся по холодному (нулевому) фону с конечной скоростью [3–6]. Именно верификации 
численного метода построения таких решений посвящена настоящая работа. 

Данное исследование продолжает большой цикл работ авторов, посвященных постро-
ению и исследованию решений, имеющих тип тепловой волны. Ранее авторы исследовали 
уравнение (1.2) при заданном законе движения нулевого фронта тепловой волны 

  0
 tax

u , (1.3) 

а также задачи об инициировании тепловой волны при краевом режиме в неподвижной точке 

 tfu
x


0

 (1.4) 

и в подвижной точке, 

   tfu
tgx



. (1.5) 

Легко видеть, что условия (1.3) и (1.4) являются частными случаями (1.5). Для сте-
пенной функции  Tk  были доказаны теоремы существования и единственности аналитиче-
ского решения в различных постановках задачи (1.2), (1.5) [7–14]. Для произвольного вида 
функции  Tk  аналогичная теорема была доказана для задачи (1.2), (1.3) [15]. Другим 
направлением исследования была разработка численных алгоритмов решения всех этих за-
дач на заданном конечном промежутке времени: задача (1.2), (1.3) в различных постановках 
была рассмотрена в работах [8, 9, 11, 13, 16], задача (1.2), (1.4) – в [8, 9, 11, 12, 14], задача 
(1.2), (1.5) [9, 11]. Подробный обзор подходов авторов к численным и аналитическим иссле-
дованиям задач для уравнения (1.2) приведен в статье [17]. 

В основе численных алгоритмов, разработанных авторами, лежит решение с помо-
щью МГЭ [18] и метода двойственной взаимности (МДВ) [19]. Подобный подход, впервые 
предложенный для решения нестационарных задач теплопроводности в работе [20], явля-
ется эффективным средством решения краевых задач для параболических уравнений раз-
личного вида: теплопроводности [21–23], диффузии [24], адвекции–диффузии [25], конвек-
ции–реакции–диффузии [26, 27] и др. Общим подходом в этих работах является представ-
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ление параболического уравнения в виде неоднородного уравнения Пуассона с производ-
ной по времени в правой части и применение МГЭ для решения полученного эллиптиче-
ского уравнения. Важную роль при использовании МДВ играет выбор вида радиальных ба-
зисных функций [28, 29]. При решении нелинейных задач методом граничных элементов 
[22–24] МДВ позволяет свести интегралы по области к интегралам по границе, что позво-
ляет снизить размерность задачи, и дальнейшее решение определяется выбранной дискре-
тизацией по времени. 

Несмотря на обоснованность и широкое использование применяемого подхода к ре-
шению разработанные алгоритмы необходимо верифицировать сравнением с известными 
точными решениями. Авторами были рассмотрены различные подходы к их построению: 
исследовались обобщенно-автомодельные решения, имеющие тип тепловой волны [15, 30], а 
также решения типа бегущей волны [31]. Общим в этих подходах является то, что построе-
ние решения сводится к задаче Коши для обыкновенного дифференциального уравнения 
(ОДУ) второго порядка с особенностью при старшей производной. Получить решение такой 
задачи в конечном аналитическом виде удается лишь в единичных случаях. Однако найден-
ное с достаточной точностью приближенное решение задачи Коши также позволит получить 
эталонное решение для тестирования численного решения исходной задачи для уравнения 
(1.2). Отсюда вытекает основная цель данного исследования: провести сравнительную оцен-
ку точности различных численных алгоритмов решения задач Коши, возникающих при по-
строении точных решений уравнения (1.2), и определить наиболее подходящий метод. 

2. Обобщенно-автомодельные решения 

Рассмотрим случай, когда    TTk  и  h u u  . Тогда задача (1.2), (1.3) может быть 

записана следующим образом: 




 uuuuu xxxt
21

,   0
 tax

u . (2.1) 

Будем искать решения задачи (2.1) в виде 

   zwtu  ,  ta

x
z  1 . (2.2) 

Решения подобного типа будем называть обобщенно-автомодельными [32]. Подставив 
(2.2) в (2.1), после приведения подобных слагаемых и умножения обеих частей на    tta 22   
получим: 

     
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t
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www , (2.3) 

  00 w . (2.4) 

Утверждение. Уравнение (2.3) является обыкновенным дифференциальным относи-
тельно искомой функции  zw , если закон движения фронта тепловой волны  ta  является 
при согласованном значении   либо экспонентой ( 1 ), либо степенной функцией. 

Доказательство. Можно видеть, что (2.3) становится обыкновенным дифференциаль-
ным уравнением (ОДУ), когда выполнены равенства 
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   
  constA
t

tata





; 
   
  constB
t

tta





2

2

; 
 
  constD
t

ta


 2

2

. (2.5) 

Проинтегрировав систему (2.5), можно убедиться, что, если 2AB , 1 , решением 

является экспонента   zCeCta 2
1 ; если же 2AB , – степенная функция     43 CtCta . 

Здесь iC , 4 ..., ,1i ;    222   – константы, 2,1 . Утверждение доказано. 

Не теряя общности рассмотрения, можно принять, что 1A . При выполнении усло-
вий (2.5) задача (2.3), (2.4) может быть записана в виде 

    01
1 2 


 DwBwwzwww ,   00 w , (2.6) 

где  22 B ; 21 CD   в случае показательного закона движения фронта тепловой волны; 

  2
3

 CD  в случае степенного закона движения. В соответствии с физическим смыслом 

задачи предположим, что   00 w . Тогда условием совместности задачи (2.6) является ра-
венство 

   0w . (2.7) 

Задача Коши (2.6), (2.7) имеет особенность при 0z  и для нее неприменимы класси-
ческие теоремы существования и единственности. Существование и единственность анали-
тического решения (2.6), (2.7) при натуральных значениях   следует из ранее полученных 
результатов авторов [15]. 

Таким образом, с учетом равенства ( ) ( ) ( )t a t a t   (2.5), получены следующие обоб-
щенно-автомодельные решения задачи (2.1): 

 

   
 
























 .2,1,

22

2
,1 ,

;1,1 ,

43

12
433

1

2
2

2
1 2

2

CtC
zzwCtCC

eC

x
zzweCC

u
tC

tC

 (2.8) 

Здесь функция  zw  удовлетворяет задаче Коши (2.6), (2.7). 

3. Бегущая волна 

Рассмотрим теперь случай нелинейности общего вида. Будем искать решение задачи 
(1.2), (1.3) типа бегущей волны. Представим решение в виде    zvxtu , , где xtz  . Под-
ставляя принятый вид решения в уравнение (1.2) и граничное условие (1.3), приходим к сле-
дующей задаче Коши: 

     02  vhvvvFvv ; (3.1) 

  00 v ,    0
0

F
v


 . (3.2) 
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Напомним, что   00 h . Из (3.2) имеем, что   00 F . Как и в предыдущем разделе, 
классические теоремы существования и единственности здесь неприменимы. Из ранее полу-
ченных результатов авторов [15] следует, что в случае, если функции  vF  и  vh  аналитиче-

ские в окрестности точки 0v  и   00 F , задача (3.1), (3.2) имеет единственное аналитиче-
ское решение, которое в свою очередь порождает решение ( , ) ( )u t x v t x    задачи (1.2), (1.3) 

при   tta  . 
Решение задачи (3.1), (3.2), как и задачи (2.6), (2.7), в конечной форме можно получить 

лишь в редких отдельных случаях. Некоторые из них будут приведены в разд. 6. Однако име-
ет смысл рассмотреть возможность построения приближенных решений этих задач аналити-
ческими и численными методами. 

4. Решение методом степенных рядов 

Рассмотрим задачу Коши для ОДУ следующего вида: 

         022
0  vhvzgvvfvvFvv ; (4.1) 

  00 v ;  
0

0
F

v


 , (4.2) 

где 00 F , 0  – константы; функции f , g , h  являются аналитическими в некоторой  

окрестности нуля и       0000  hgf . Можно убедиться, что частными случаями задачи 
(4.1), (4.2) являются как задача (2.6), (2.7), так и задача (3.1), (3.2). 

Будем строить решение задачи (4.1), (4.2) в виде ряда по степеням z : 







0 !k

k
k

k

zv
v ; 

0


z

k

k

k dz

vd
v . (4.3) 

При этом 00 v  и 01 Fv   известны из условия (4.2) и образуют базу индукции. 

Пусть найдены коэффициенты ряда (4.3) до номера k  включительно. Для нахождения 1kv  

продифференцируем обе части (4.1) k  раз по z  и положим 0z . Получим, что  

kk Fv
F

k









 1

0

1 . (4.4) 

Конкретный вид правой части (4.4) не приводится из-за громоздкости, однако kF   

будет зависеть от величин, которые известны в силу предположения индукции. Поскольку 
00 F , 0 , то 1kv  отсюда определяется однозначно.  

Сходимость ряда (4.3) доказывается методом мажорант по стандартной процедуре 
[15, 30]. Его отрезки могут быть использованы для проверки корректности вычислений, 
которые выполняются другими приближенными методами. Однако здесь необходимо 
учитывать, что сходимость является локальной, причем размер окрестности, как правило, 
невелик. 
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5. Решение методом граничных элементов 

Обобщая результаты разделов 2 и 3, можно сказать, что при отыскании для уравнения 
(1.2) точных решений рассмотренных типов необходимо решить задачу Коши вида 

 vvzGvv  ,, ;   00 v ;   *0 vv  , (5.1) 

где  vvzG ,,  – известная функция; *v  – известное число. В случае, когда задача (5.1) не ин-
тегрируется в квадратурах, она может быть решена приближенно. Для построения решения 
уравнения (1.2) на некотором промежутке времени  *,0 tt  задача (5.1) должна быть решена 

на соответствующем отрезке   *,0 tLz . Найденное с достаточной точностью решение  
может быть использовано для построения эталонного решения уравнения (1.2). 

Для решения задачи (5.1) на отрезке  Lz ,0  методом граничных элементов предста-
вим ее в следующем виде: 

 vvzG
v

v  ,,
1

,  Lz ,0 ; (5.2) 

0
0


z
v ; (5.3) 

*0
vq

z



. (5.4) 

Здесь q  – тепловой поток в граничных точках;    00 vq  ;    LvLq  . 
Итерационная процедура решения задачи (5.2)–(5.4) с помощью МГЭ при начальном 

приближении   00 v  имеет вид:  

                  dzzuzvzvzG
zv

LqvLuquvv kk
k

L
k

L
k

Lk ,,,
1

,,,0=)( *
11

10

***
*  


 ; 

 L,0 , 

(5.5) 

где     zLzu
2

1
,*  – фундаментальное решение уравнения Лапласа,     sgn

2

1
,0*q , 

    Lq sgn
2

1
,0*  [18];    Lvv k

k
L   и      LvLqq kk

k
L   – k -е итерации граничных зна-

чений искомой функции и потока, которые являются решением системы граничных инте-
гральных уравнений: 

 

        

   

        
























.,,,
1

2=

,0,,,
1

2

*
11

10

*
11

10

*

dzzLuzvzvzG
zv

Lqv

dzzuzvzvzG
zv

vv

kk
k

L
k

L
k

L

kk
k

L
k

L

 (5.6) 
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Интегралы в правых частях соотношений (5.5) и (5.6) вычисляются с помощью МДВ 
через разложение по радиальным базисным функциям (РБФ): 

          



m

i
i

k
ikk

k

zfzvzvzG
zv 1

,,
1

. (5.7) 

Здесь    ii zzfzf   – РБФ; mzz ...,,1  – точки коллокации, расположенные на отрез-

ке  L,0 . Для каждой  zf i  существует функция  zuiˆ , такая что 
   zf

dz

zud
i

i 
2

2 ˆ . Подстановка 

(5.7) в интеграл приводит его к следующему виду: 

          dzzuzvzvzG
zv kk

k

L

,,,
1 *

0

 

  )],,()(ˆ,0)((0)ˆ),()(ˆ,0)((0)ˆ)(ˆ[= ****

1=

LqLuquLuLququ iiiii
k

i

m

i

  

(5.8) 

где    
z

u
q i

i 



,0ˆ,0ˆ ;    

z

Lu
Lq i

i 



,ˆ,ˆ , а коэффициенты  k

i  определяются из системы 

уравнений, получающейся из (5.7) при izz  ; mi ...,,1 . 

Итерационный процесс останавливается при 
   

  
 

k
L

k
L

k
L

v

vv 1

, где   – заданный пара-

метр точности. Тогда  kv  будет непрерывно дифференцируемым приближенным решением 

задачи (5.1) на интервале  L,0 , которое позволит построить эталонное решение уравне-
ния (1.2). 

Отдельно стоит отметить случай, когда искомая функция  zv  обращается в ноль в 
точке Lz   и имеет в этой точке бесконечную производную. Тогда решение имеет максимум 

maxv  в некоторой точке  Lz ,0max  . Значение L  при этом неизвестно. Корректно решить та-

кую задачу с помощью представленного алгоритма невозможно, поэтому был разработан 
специальный подход к решению, включающий в себя два этапа. На первом этапе решается 
задача (5.2) – (5.4) на отрезке  1,0 Lz , где значение 1L  подобрано таким образом, что 

LLz  1max . Решение задачи проводится с помощью итерационной процедуры (5.5), (5.6). 

На втором этапе решается задача для функции  vz , обратной к  zv , соответствующая задаче 

(5.2)–(5.4) на отрезке  LLz ,1 : 

 zzvFz  ,, ,  2,0 Lv ; (5.9) 

1
2

Lz
Lv



; (5.10) 

 1

1
2 Lq

q
Lzz 


. (5.11) 
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Здесь  12 LvL  ; zq  – поток для функции  vz ;  1Lv  и  1Lq  – значения, найденные на 
первом этапе решения. Задача (5.2)–(5.4) может быть решена итерационным МГЭ аналогич-
но решению на первом этапе. В результате мы получим функцию  vz ,  2,0 Lv . В частно-

сти, будет найдено значение   Lz 0 . Непрерывный вид решения позволит построить обрат-

ную функцию  zv ,  LLz ,1  без потери точности. Таким образом, мы получим полное ре-

шение задачи (5.2)–(5.4). Отметим еще раз, что в рассмотренном случае   


zv
Lz

lim . По-

этому стандартное решение МГЭ в один этап невозможно, даже если мы знаем значение L . 
Известно, что МГЭ редко применяется для решения одномерных задач. В данном случае 

это оправдывается получением непрерывного решения, что является преимуществом перед ко-
нечно-разностными методами, а также возможностью получения решения на заданном отрезке, 
что не всегда возможно методом степенных рядов. В совокупности с этими преимуществами, 
при условии достаточной точности, гранично-элементное решение представляется весьма пер-
спективным. Сравнительная оценка точности решения различными методами задачи (5.1) в раз-
личных постановках при различных значениях параметров приведена в следующем разделе. 

6. Вычислительный эксперимент 

В данном разделе проведем сравнительный анализ приближенных решений задачи 
(5.2)–(5.4) в виде отрезков ряда (4.3), решений МГЭ и решений разностными методами.  
Последние будем строить следующим образом. Представим (5.2)–(5.4) в виде задачи Коши 
для системы уравнений первого порядка: 

 









wvzG
v

w

wv

,,
1 ;   00 v ;   *0 vw  . (6.1) 

Решать систему (6.1) будем методом Эйлера (МЭ) и методом Рунге–Кутта (МРК) чет-
вертого порядка. Поскольку начальные условия заданы в точке сингулярности, на первом 
шаге в качестве решения примем решение в виде отрезка ряда, имеющего достаточно высо-
кую точность вблизи начальной точки. 

Проведенные исследования задачи (5.2)–(5.4) в различных постановках показали, что 
их решения можно условно разделить на следующие виды. 

I. Ограниченные решения, определенные на отрезке  Lz ,0 , причем   0Lv . Такой 
вид могут иметь решения задачи Коши (2.6), (2.7) (в этом случае 1L ) и задачи (3.1), (3.2). 
Решение может быть как монотонно возрастающим на всем отрезке, так и иметь максимум 

0max v  в некоторой точке  Lz ,0max  . 

II. Ограниченные решения, определенные на отрезке  Lz ,0 , для которых   0Lv , 

  


zv
Lz

lim . Решение имеет максимум 0max v  в точке  Lz ,0max  . Такой характер могут 

иметь решения как задачи (2.6), (2.7) (в этом случае 1L ), так и задачи (3.1), (3.2). 
III. Ограниченные решения задачи Коши (3.1), (3.2), определенные на бесконечном 

интервале   ,0z . 

IV. Неограниченные монотонные решения  zv , такие что 


)(lim
*

zv
zz

, где 0* z  – 

конечно или бесконечно. Решения такого вида также характерны для бегущей волны. 
Построение численного решения на всей области определения (отрезке) позволит  

получить глобальное эталонное решение уравнения (1.2). В случае неограниченной области опре-
деления мы можем построить численное решение лишь для ограниченного интервала времени. 
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6.1. Сравнение точных и приближенных решений 

В отдельных случаях удается получить точное решение задачи (5.2)–(5.4) в конечном 
виде. Эти решения дают возможность непосредственно оценить корректность приближен-
ных решений. 

Пример 1. В качестве начального примера рассмотрим задачу (2.6), (2.7), когда ис-
точник имеет вид   uuh  , а закон движения фронта тепловой волны – показательный, 

  teta  . В этом случае в задаче (5.1) 

     
v

v
vzvvzG 





2

1,, , *v . (6.2) 

Тогда точное решение задачи имеет вид:  

  zzv  ,  1,0z  (6.3) 

и относится к виду 1. Несмотря на простоту решения сравнение с ним позволяет сделать от-
дельные выводы о корректности приближенных методов. Очевидно, что решение методом 
степенных рядов, как и разностные методы, приведет к точному решению. Что касается 
МГЭ, то легко проверить, что представленный в разделе 5 алгоритм приведет к точному ре-
шению уже на первой итерации. Таким образом, уже на примере простого случая, приводя-
щего к линейному решению, мы наблюдаем корректность предложенного алгоритма МГЭ. 

Пример 2. Рассмотрим теперь более сложный случай, когда рассматриваемая задача 
Коши имеет точное аналитическое решение. На этот раз это будет задача (3.1), (3.2)  
при дробно-линейной зависимости коэффициента теплопроводности от температуры 

ቀ𝜅(𝑇) =
ఒ்

்ା஼
ቁ и при отсутствии источника –   0uh . Тогда  

u

u
uF




  и в задаче (5.1): 

   2,, v
v

v
vvvzG 




 , *v . (6.4) 

Точное решение задачи 

  







 




z

ezv 1 ,   ,0z  (6.5) 

является монотонным и ограниченным и относится к виду III. Решение методом степенных 
рядов ввиду единственности аналитического решения приведет к ряду Тейлора для решения 
(6.5). Поэтому сравнивать будем точность решения МГЭ и разностными методами. В табл. 1 
приведены погрешности полученных решений на отрезке  L,0  при различных значениях 
параметров задачи. Параметр h  в случае разностных методов означает шаг интегрирования, 
а в случае МГЭ – расстояние между соседними точками коллокации, которые равномерно 
распределены на рассматриваемом отрезке. 

Анализ полученных результатов показал следующее. При достаточно большом значе-
нии h = 0,1 наибольшую точность имеют решения МГЭ. Сравнительно большая погрешность 
метода Рунге–Кутта четвертого порядка в этом случае обусловлена погрешностью на первом 
шаге, который мы делаем с помощью отрезка ряда. В проведенных расчетах мы использова-
ли отрезки рядов десятой степени. В случае шага h = 0,01 погрешность на первом шаге мала, 
вследствие чего точность метода Рунге–Кутта высока и превосходит другие методы. Таким 
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образом, точность решения рассматриваемых задач разностными методами зависит от точ-
ности решения в виде отрезка ряда на первом шаге. В данном примере это отрезок ряда Тей-
лора точного решения (6.5), однако в общем случае радиус сходимости ряда (4.3), построе-
ние которого описано в разд. 4, неизвестен, поэтому точность решения непредсказуема. 

Таблица 1 – Погрешности приближенных решений (пример 2) 

    h  L  МГЭ МЭ МРК 
2 0,1 0,1 1 2,1·10–5 2,9·10–4 1,3·10–4 
2 0,1 0,1 2 2,0·10–5 5,0·10–4 1,6·10–4 
2 0,1 0,01 1 3,7·10–7 2,4·10–5 6,9·10–11 
2 0,1 0,01 2 3,0·10–7 4,5·10–5 9,7·10–10 
2 0,5 0,1 1 4,2·10–4 5,8·10–3 2,5·10–3 
2 0,5 0,1 2 3,9·10–4 8,3·10–3 2,6·10–3 
2 0,5 0,01 1 7,2·10–6 4,8·10–4 1,3·10–9 
2 0,5 0,01 2 6,3·10–6 7,6·10–4 2,0·10–9 
3 0,1 0,1 1 1,4·10–5 1,9·10–4 9,0·10–5 
3 0,1 0,1 2 1,2·10–5 3,4·10–4 1,1·10–4 
3 0,1 0,01 1 2,5·10–7 1,6·10–5 9,7·10–11 
3 0,1 0,01 2 2,2·10–7 3,1·10–5 6,7·10–10 
3 0,5 0,1 1 2,9·10–4 4,2·10–3 1,9·10–3 
3 0,5 0,1 2 2,8·10–4 6,6·10–3 2,0·10–3 
3 0,5 0,01 1 4,6·10–6 3,5·10–4 2,8·10–10 
3 0,5 0,01 2 4,5·10–6 5,9·10–4 4,6·10–10 

Отметим еще одно выявленное преимущество МГЭ перед разностными методами. 
При фиксированном шаге погрешность решения МГЭ не увеличивается, как у разностных 
решений, а уменьшается с увеличением интервала интегрирования. Это связано с увеличени-
ем числа точек коллокации. 

6.2. Оценка точности приближенных решений 

В следующих двух примерах точные решения в конечном виде найти не удалось,  
поэтому в качестве оценки точности приближенных решений принята невязка уравнения. 

Пример 3. Рассмотрим задачу (2.6),(2.7) при степенном законе движения фронта теп-

ловой волны вида     22

2

1 


 tta , который соответствует источнику    uuh  при 2,1 . 
Тогда в задаче (5.1)  

      






 Dvv
v

vzvvzG
2

2
1,,

2

; *v . (6.6) 

Решения этой задачи при 3 , 1  и различных значениях   методом граничных 
элементов представлены на рис. 1. При 3.2,1.2  областью определения решения является 

лишь часть отрезка  1,0 :  Lz ,0 , 1L ,   0Lv . Эти решения относятся к виду II, и ре-
шения МГЭ строятся в два этапа, как описано в разд. 5. При больших значениях   мы имеем 
решения вида I.  
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Рис. 1. Решения МГЭ (пример 3): 1 –  = 2,1; 2 –  = 2,7; 3 –  = 2,3; 4 –  = 3 

Непрерывный вид решений МГЭ позволяет дифференцировать их. Поэтому точность 
метода оценивалась подстановкой решения и его производных в решаемое уравнение 

  0,,  vvzGvv . В качестве оценки точности было принято максимальное абсолютное 
значение левой части внутри интервала решения, т.е. невязка уравнения. В совокупности с 
выполнением начальных условий малое значение такой оценки показывает хорошую точ-
ность полученного решения. В табл. 2 приведем значения невязок для примера 2 при некото-
рых значениях параметров в сравнении с соответствующими погрешностями из табл. 1. Рас-
четы показывают хорошую корреляцию невязки и погрешности решений, что дает основания 
использовать невязку для оценки точности решения. 

Таблица 2 – Невязки уравнения (3.1) для решений МГЭ (пример 2). 

    h  L  Невязка Погрешность 
2 0,1 0,1 2 2,1·10–5 2,0·10–5 
2 0,1 0,01 2 1,9·10–7 3,0·10–7 
2 0,5 0,1 2 2,8·10–4 3,9·10–4 
2 0,5 0,01 2 2,6·10–5 6,3·10–6 
 
Значения невязки уравнения (2.6) для примера 3 при 3 , 1  представлены  

в табл. 3. Сравнительно большая невязка на втором этапе объясняется тем, что граничные 
условия на нем задаются по решению на первом этапе, т. е. уже с начальной погрешностью. 
Для сравнения приведем аналогичную оценку точности для решения в виде отрезка степен-
ного ряда (4.3), который, отметим, мы можем построить только для целых значений  . При 

3  невязка уравнения (2.6) для отрезка ряда десятой степени составляет 1,5·10–3, а для от-
резка двадцатой степени – 8,2·10–7 , что хуже, чем для решения МГЭ. 

Невозможность построения решения в виде ряда при нецелых значениях   приводит 
к сложностям при решении разностными методами. В рассмотренных случаях для раскрытия 
особенности на первом шаге мы можем использовать лишь формулу Тейлора третьего по-
рядка вместо отрезка ряда произвольной степени, это приводит к достаточно большой по-
грешности решения. Сравнение решения МГЭ с разностными решениями при целом значе-
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нии 3  показано на рис. 2. Разностные решения приближаются к решению МГЭ с увели-
чением порядка точности. Это косвенно свидетельствует, что гранично-элементное решение 
не уступает в корректности разностным. Отметим, что решение методом Рунге–Кутта с ша-
гом h = 0,01 отличается от решения с шагом h = 0,05 начиная с седьмого знака после запятой 
и не приведено на графике.  

Таблица 3 – Невязки уравнения (2.6) для решений МГЭ (пример 3) 

  h  Невязка на 1-м этапе Невязка на 2-м этапе 
2,1 0,05 7,6·10–4 3,7·10–4 
2,1 0,01 1,9·10–5 2,9·10–4 
2,3 0,05 6,7·10–7 2,7·10–4 
2,3 0,01 1,6·10–7 1,1·10–4 
2,7 0,05 2,1·10–7 – 
2,7 0,01 3,4·10–8 – 
3 0,05 1,0·10–9 – 
3 0,01 8,2·10–10 – 

 

 

Рис. 2. Сравнение решения МГЭ и разностных решений при 3  (пример 3) 

Таким образом, пример 3 показал, что метод граничных элементов может быть при-
менен в более широком диапазоне значений параметров, чем другие рассмотренные методы. 
Непрерывность полученного решения позволяет оценить точность выполнения решаемого 
уравнения. Сравнение с решениями другими методами показало меньшую погрешность ре-
шений МГЭ. 

Пример 4. В завершение вычислительного эксперимента рассмотрим задачу, имею-
щую неограниченные решения вида IV. Именно, рассмотрим задачу (3.1), (3.2) для случая 
показательного коэффициента теплопроводности,    1 CTeTk , в отсутствие источника, 
при 0 . В этом случае 
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   2,, v
v

vvvzG 



 , *v . (6.7) 

Оценку точности решения вновь будем проводить с помощью невязки уравнения 
(3.1). В табл. 4 приведены невязки решений на отрезке  Lz ,0  для решений МГЭ при раз-
личных значениях h  расстояния между соседними точками коллокации, а также для отрез-
ков ряда (4.3) различных степеней n . Полученные результаты показывают, что решение  
в виде ряда может иметь преимущество перед решением МГЭ, но при этом сильно зависит от 
параметров задачи. В свою очередь решения МГЭ слабо зависят от параметров и при этом 
дают невязки достаточно малого порядка. При этом порядок невязок для решений МГЭ  
не зависит от величины отрезка интегрирования в отличие от невязок для отрезков рядов.  

Для сравнения решений МГЭ с разностными решениями было подсчитано их макси-
мальное расхождение, которое наблюдалось на правом конце отрезка интегрирования.  
Результаты расчетов, приведенные в табл. 5, вновь показывают, что разностные решения 
приближаются к решению МГЭ с увеличением порядка точности метода. В качестве реше-
ний МГЭ здесь были приняты решения при h = 0,01. 

Таблица 4 – Невязки уравнения (3.1) для решений МГЭ и отрезков рядов (пример 3) 

    L  
МГЭ Ряд 

h = 0,1 h = 0,01 5n  10n  
1 0,2 1 7,5·10–6 1,1·10–7 1,6·10–7 5,1·10–13 
1 0,2 2 3,5·10–6 1,4·10–7 5,0·10–6 3,8·10–10 
1 0,5 1 5,6·10–5 1,8·10–6 9,3·10–5 2,2·10–8 
1 0,5 2 3,4·10–5 2,0·10–6 2,7·10–3 2,1·10–5 
2 0,2 1 4,3·10–6 4,0·10–7 5,2·10–9 2,6·10–15 
2 0,2 2 3,7·10–6 3,2·10–7 1,6·10–7 4,1·10–13 
2 0,5 1 6,7·10–5 6,0·10–6 3,1·10–6 2,9·10–11 
2 0,5 2 5,9·10–5 5,0·10–6 9,3·10–5 2,2·10–8 

Таблица 5 – Максимальные отклонения разностных решений  
от решений МГЭ при 2L  (пример 4) 

    МЭ МРК 
h = 0,1 h = 0,01 h = 0,1 h = 0,01 

1 0,2 1,85·10–3 1,92·10–4 3,35·10–6 3,32·10–6 
1 0,5 1,07·10–2 1,12·10–3 2,74·10–5 2,69·10–5 
2 0,2 9,35·10–4 9,28·10–5 6,24·10–6 6,23·10–6 
2 0,5 5,68·10–3 5,61·10–4 4,51·10–5 4,50·10–5 

7. Заключение 

В статье рассмотрена проблема нахождения точных решений для верификации при-
ближенных методов построения тепловой волны, имеющей конечную скорость движения, 
для нелинейного уравнения теплопроводности с нелинейностью общего вида и источником. 
В условиях когда каких-либо строгих утверждений о сходимости приближенных методов 
доказать не удается, данная тематика приобретает большую актуальность. При этом постро-
ение точных решений сводится к интегрированию задач Коши для ОДУ второго порядка, 
имеющих особенность перед старшей производной, т. е. к необходимости решить задачу, хо-
тя и более простую, чем исходная, но тоже нетривиальную. Предложены два способа по-
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строения: первый основан на методе степенных рядов, второй – на методе граничных эле-
ментов. Оба предполагают раскрытие особенности за счет специального выбора базисных 
функций, однако наборы последних различны, что позволяет, комбинируя подходы, доби-
ваться хороших результатов. Сравнение решений двумя предложенными методами между 
собой, а также с разностными решениями методом Эйлера и методом Рунге–Кутта 4 порядка 
позволили сделать следующие основные выводы. В отдельных случаях решения методом 
степенных рядов и разностными методами имеют большую точность, чем решения МГЭ, а в 
других – меньшую. При этом решения МГЭ могут быть получены в более широком диапа-
зоне параметров рассмотренных задач, их точность является удовлетворительной для по-
ставленной задачи и в гораздо меньшей степени зависит от значений этих параметров, чем 
решения в виде ряда и разностные решения. Таким образом, МГЭ является среди использо-
ванных наиболее универсальным подходом к решению задач Коши рассмотренного типа для 
построения эталонных решений нелинейного вырождающегося уравнения теплопроводно-
сти. Дальнейшие исследования могут быть связаны с расширением класса используемых ре-
шений за счет применения обобщенных бегущих волн, а также с рассмотрением уравнения 
более общего вида, например содержащего конвективные слагаемые. 
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Numerical simulation of transient hydrodynamic forces from shaped gas cavities formed  

in liquid under active interaction of liquid and a jet source of high-temperature gas and intensive heat 

and mass transfer is performed. To solve the task, a method of coarse particle markers with, as op-

posed to the classical one, an additional stage, when moving boundaries of different media in cells 

with interfaces of these media are as if stitched, is updated. In addition, problems of inter-media heat 

and mass transfer by condensation and evaporation are simultaneously solved. The predicted results 

are compared with the experimental data. Validation and verification are performed by comparing the 

analysis results with the experimental data. The applicability of the updated method of coarse particle 

markers to defining transient force impact under multiphase flowing is demonstrated. 

Keywords: heat and mass transfer, two-phase flow, method of markers, transient impact, multi-

phase flow. 
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Проведено численное имитационное моделирование нестационарных гидродинамиче-

ских сил от газовых полостей сложной формы, образующихся в жидкости при активном вза-

имодействии жидкости и струйного источника высокотемпературного газа при интенсивном 

тепломассообмене. Для решения данной задачи был модернизирован метод маркеров круп-

ных частиц, когда, в отличие от классического, вводится дополнительный этап, на котором 

происходит «сшивка» подвижных границ различных сред в ячейках, где проходит раздел 

этих сред. При этом одновременно решаются задачи тепломассообмена между средами, кон-

денсацией и испарением. Результаты расчетов сравниваются с экспериментальными данны-

ми. Валидация и верификация проведены путем сравнения результатов расчетов с опытными 

данными. Показана возможность использования модернизированного метода маркеров 

крупных частиц для определения нестационарных гидродинамических сил при многофазном 

обтекании. 

Ключевые слова: тепломассообмен, двухфазное течение, метод маркеров, нестационарное 

воздействие, многофазное обтекание. 

1. Введение 

Выход автономного подводного аппарата, предназначенного для проведения научно-

исследовательских и спасательных работ, из транспортного контейнера осуществляется ра-

ботой донного газогенератора, который создает на днище контейнера газовую область с по-

вышенным давлением и температурой. При выходе аппарата из контейнера (раскупорке) 

происходит истечение сгенерируемого высокотемпературного газа в жидкость. В результате 

возникает сложная, существенно нестационарная картина взаимодействия горячих струй газа 

с водой. В течение многих лет ГРЦ Макеева проводит расчетно-теоретические и экспери-

ментальные исследования подводного старта аппаратов и сопутствующих ему процессов,  

в частности со струйным истечением высокотемпературных газовых струй в жидкость [1–7].  

В практике проектирования рассматривается широкий круг возможных схем старта. 

Отметим основные особенности различных схем с точки зрения процессов газодинамики и 

тепломассообмена. Так, если старт подводного аппарата осуществляется с применением ак-

кумулятора давления и запуском двигательной установки после выхода из контейнера, то 
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движение аппарата в контейнере будет происходить только за счет сил давления. В случае 

применения стартовых двигателей или маршевого двигателя необходимо учитывать тягу и ее 

изменение от противодавления. Тип источника продуктов сгорания, его расположение, схема 

подачи рабочего газа, химический состав продуктов сгорания будут также влиять на газоди-

намические и тепловые параметры. 

Другим определяющим фактором является схема расположения амортизации аппарата. 

Пояса горизонтальной амортизации могут располагаться на аппарате или контейнере. Газо-

динамические и тепловые процессы в минометной схеме старта существенным образом за-

висят от обводов поясов амортизации, их расположения, степени обтюрации кольцевого за-

зора. В соответствии с этими особенностями принимается та или иная схематизация течения. 

Влияние вертикальной амортизации выражается посредством упругих сил на пути, соизме-

римом с величиной деформации элементов вертикальной амортизации. В пусковых установ-

ках применяются также различные устройства удержания, фиксирующие аппарат на пуско-

вом столе до достижения определенной величины поршневой силы. При «сухом» способе 

старта с подводного носителя для герметизации верхнего среза контейнера применяется 

жесткая или эластичная мембрана; известны также устройства, обеспечивающие равномер-

ное открытие контейнера посредством хода аппарата. Процессы раскрытия верхнего среза 

контейнера и формирования газовой полости у верхнего среза контейнера при подводном 

старте существенным образом влияют на газодинамические параметры в свободные объемы 

контейнера. Кроме того, для уменьшения гидродинамических нагрузок на аппарат при старте 

с движущегося носителя могут применяться различные устройства, обеспечивающие двух-

фазное обтекание аппарата на подводном участке траектории, например газогенераторы над-

дува газовой каверны. Эти особенности обтекания оказывают влияние на изменение давле-

ния, как на корпус аппарата, так и в стенки контейнера, что требуется учитывать при расчете 

гидродинамических нагрузок и кинематических параметров движения аппарата при выходе 

из контейнера. Более плотная компоновка аппарата и элементов стартовой системы в огра-

ниченном объеме контейнера носителя, усложнение геометрии трактов приводят к локаль-

ным неравномерностям газодинамического и теплового воздействия. 

Цель работы – разработка метода определения силового воздействия на подводный 

аппарат с учетом нестационарного силового воздействия от многофазной среды с учетом  

тепломассобмена между различными компонентами среды при отделении от носителя. Для 

учета тепловых процессов проведена модернизация метода маркеров крупных частиц; разра-

ботан программный комплекс имитационного моделирования тепловых процессов при мно-

гофазном обтекании. Проводится сравнение расчетов с экспериментальными данными. 

2. Материал и методика 

Для решения задачи о движении границ многофазных сред сейчас существует множе-

ство различных численных методов, недостатком которых является недостаточная точность 

при решении задачи тепломассообмена при протекании взаимодействий в высокотемпера-

турных многофазных газовых потоках. Для решения задачи о движении границы раздела 

двух сред «жидкость–газ» был модернизирован так называемый метод маркеров SМАС 

(Simplified Маrker-аnd-Сеll Меthod). (Класический метод позволяет проводить расчеты мно-

гофазной среды без учета тепломассообмена). Основная идея предлагаемого метода заклю-

чается в расщеплении каждого временного шага на два этапа:  

1) на первом этапе проводится сквозной счет параметров состояния жидкости и газа 

независимо друг от друга, с одновременным рассмотрением маркеров частиц жидкости и га-

за, перемещающихся со скоростью своих сред, что позволяет определить скорость и положе-

ние подвижных границ этих сред на этом промежутке времени; 
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2) на втором этапе происходит «сшивка» подвижных границ двух сред в ячейках, где 

проходит граница раздела этих сред, при этом одновременно решается задача тепломассооб-

мена между жидкостью и газом. 

Для первого этапа используется стандартная система уравнений SМАС – метода,  

на втором этапе расчета рассматривается двухфазная среда. 

1. Уравнение состояния для воды:  





1

1

01

2

01

1
)1(

)(

−

−−
=

CP
e

, 
(1) 

где скорость звука в воде С0 = 1515 м/с; γ1 = 5,6; ρ0 = 1020 кг/м3; 
1

 – среднеобъемная плот-

ность жидкости (воды).  

2. Газ с уравнением состояния:  
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где γ2 = 5,6 – показатель адиабаты газа; 
2

 – среднеобъемная плотность газа.  

В элементарном объеме V может находиться одновременно и та, и другая среда,  

занимая объемы V1 и V2 соответственно. Объемную долю газа в ячейке будем характеризо-

вать величиной ξ = V2/V1, а ρ1 и ρ2 – истинные плотности среды; )1(
11

 −=  – плотность 

жидкости внутри общего объема V; 
22

=  – плотность газа внутри общего объема V; 


21

+=  – общая плотность.  

Законы сохранения запишем для осесимметричного случая в цилиндрической системе 

координат в следующем виде:  

– уравнение массы для общей плотности среды:  
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,)( 2
2 MWdiv
t

=+







 

– уравнение импульсов для общей среды: 
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– уравнение энергии для общей среды: 
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– уравнение энергии для газа: 
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Здесь W  – вектор скорости; vu,  – составляющие W вдоль z и r соответственно;  

M  – отнесенная к единице объема быстрота прироста массы в данной ячейке за счет парооб-

разования.  

Слагаемое PdivW  в уравнении энергии определяет работу, совершенную над единичным 

объемом общей среды за единицу времени, а K  – долю этой работы, приходящейся на газ.  

Для определения коэффициента K  необходимо найти работу, совершаемую при сжа-

тии той и другой среды от давления dPP−  до давления P . Эта работа с учетом адиабатич-

ности определяется следующим образом: 

dP
PP

PV
dA

)(

)1(

011

1

1
−

−
=



; dP

V
dA

2

2



= ; 

1

2

00
0



 C
P = , 

а долю работы 2dA  в общей работе 
21 dAdAdA +=  через коэффициент 

dA
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K 2=  можно опреде-

лить следующим образом: 
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Для улучшения устойчивости счета первого этапа в уравнениях (3) и (4) вместо Р  

используем Р + q, где q – искусственное вязкостное давление, которое определим следую-

щим образом: 

r

u
hCq



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0  при 0
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

r

u
,  0=q  при 0





r

u , (5) 

где h  – размер ячейки;   – искусственная вязкость. 

В системе уравнений (1)–(5) нет уравнения для определения объемной доли газа. 

Кроме того, из уравнений состояния (1) и (2) давление может быть определено только в слу-

чае заполнения ячейки одной средой: либо газом ( 1= ), либо жидкостью ( 0= ).  

Для определения давления в смешанных ячейках, т. е. заполненных жидкостью и газом, 

предложена следующая схема. Термодинамическая система «газ–жидкость» в момент поступле-

ния газа в объем, заполненный жидкостью и газом, является термодинамически неравновесной, 

так как газ – среда более энергоемкая, чем жидкость. Установление термодинамического равно-

весия происходит в результате обмена внутренней энергией между газом и жидкостью внутри 

одной ячейки. Это происходит за счет работы сжатия сред. При этом суммарная внутренняя 

энергия ячейки не изменяется, а давление устанавливается одинаковое в жидкости и газе. Сжа-

тие на первом этапе будем считать адиабатическим, т. е. можно записать:  

)(21 constee =+ ; .2

2 constP =
  (6) 

Учитывая все это, получим дифференциальное уравнение для давления в жидкости 1P :  
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а давление газа P2 определяется из закона адиабатического сжатия:  
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где n  – объемная доля в ячейке до перераспределения энергий в n – временном слое. 

Уравнение (7) будем интегрировать методом Рунге–Кутта на интервале [ n , 1+n ]. 

Значение объемной доли 
1+n  определяем из условия:  
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Таким образом, решаем (7) с учетом (8) при следующих начальных условиях:  
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В результате получаем объемную долю газа и давление в смешанной ячейке. На сле-

дующем шаге, исходя из особенностей постановки задачи, определяется изменение темпера-

туры газа в смешанных ячейках за счет тепломассообмена между газом и жидкостью, а так-

же за счет фазовых переходов. При этом считается, в отличие от первого шага, что эти про-

цессы носят изохорический характер, т. е. в этом случае газ не совершает работы и его объ-

емная доля не изменяется, а меняется только его температура и давление, а следовательно, 

граница раздела двух сред сохраняется.  

Для определения потери энергии при фазовом переходе воспользуемся следующим 

уравнением: 

)( 12

12

VVT

hh

dT

dP

−

−
= , (10) 

где 12 hh −  – представляет собой разность энтальпий сосуществующих фаз. Эта разность эн-

тальпий является теплотой фазового перехода, т. е. теплотой, которая поглощается (или вы-

деляется) веществом в процессе фазового перехода; 
1V  – удельный объем жидкости на ли-

нии раздела, 
2V  – удельный объем пара на линии раздела.  

В расчетах теплоту парообразования определяем из следующего равенства: 

bTar −=0 , (11) 

где a есть величина постоянная для рассматриваемого газа, b – коэффициент, который 

найдем из соотношения: 

T
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Здесь SP  есть давление насыщения при температуре ST . 
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По вышеизложенному методу была составлена программа на ЭВМ, с помощью кото-

рой были проведены расчеты динамики всплывающих газовых полостей, заполненных горя-

чим или холодным газом. При этом начальное давление газов отличалось от давления окру-

жающей жидкости. Расчеты позволили проследить динамику свободных границ газовых по-

лостей в жидкости, их деформацию вплоть до разрушения (распада). Данный программный 

комплекс позволяет также проводить имитационное моделирование движения и тепломассо-

обмена многофазной среды в контейнере при выходе из него аппарата. 

3. Результаты и обсуждение 

Полученная система уравнений (раздел 2) была реализована в программном комплексе 

CNC_RGSKK[8], разработанным Южно-Уральским федеральным научным центром минера-

логии и геоэкологии УрО РАН совместно с АО «Государственный ракетный центр имени 

академика В.П. Макеева» в рамках государственного задания ЮУ ФНЦ МиГ УрО РАН  

по теме № 0431-2014-0001. Программный комплекс зарегистрирован в Роспатенте. Для под-

тверждения работоспособности модернизированного метода маркеров крупных частиц, а 

также созданного на его основе программного комплекса CNC_RGSKK, полученных резуль-

татов имитационного моделирования и проверки силового воздействия на аппарат были про-

ведены экспериментальные исследования с использованием пространственной модели  

(М = 1:10) на установке (рис. 1), состоящей из форкамеры 1, в которую поступал воздух из 

магистрали высокого давления, модели контейнера 2 и модели аппарата 3 с установленными 

на нем двумя поясами амортизации 4 и одним поясом обтюрации 5, расположенным в ниж-

ней части аппарата.  

Необходимое противодавление на выходе из контейнера создавалось дополнительным 

поддувом газов в емкость, окружающую модель аппарата и контейнера. 

Методика эксперимента строилась в предположении квазистационарности процессов. 

Варьировались следующие параметры:  

− положение аппарата относительно контейнера; 

− степень обтюрации кольцевого зазора; 

− давление в форкамере;  

− давление среды на выходе из контейнера.  

Отношение давления на выходе из кольцевого зазора к давлению в задонном объеме 

1P

P
P H=  составляло 0,2...0,66. На модель аппарата наносился визуализационный состав.  

В процессе эксперимента при выходе на стационарный режим замерялось давление в 30–40 

точках на аппарате и контейнере. 

На рис. 2 представлена типичная фотография реализуемой в кольцевом зазоре карти-

ны течения при прохождении аппаратом безразмерного пути 0,08, когда зона равномерного 

течения отсутствует. При всех исследуемых режимах в плоскостях I и III (напротив широких 

протоков) отчетливо видны интенсивные струйные течения на всем промежутке между пер-

вым и вторым поясами амортизаторов. В плоскостях II и IV реализуется сложное вихревое 

течение. 

При увеличении степени обтюрации струйные течения становятся более отчетливы-

ми, при этом, чем больше перепад давления между входным и выходным сечениями кольце-

вого зазора, тем выше по потоку перемещается система вихревых и возвратных течений 

(плоскости II и IV на рис. 2). 

В верхнем поясе амортизаторов поток перемешивается, и течение становится близким 

к равномерному. Анализируя полученные экспериментальные результаты по картине тече-

ния газов в кольцевом зазоре, можно сделать вывод, что картина течения в основном опреде-

ляется конструктивным заполнением кольцевого зазора, т.е. геометрическими факторами, и 
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слабо зависит от величины внешнего противодавления. Неравномерность проходных сече-

ний вдоль окружности зазора между аппаратом и контейнером оказывает значительное вли-

яние на характер течения.  

 

 

Рис. 1. Схема экспериментальной установки 

Немаловажным вопросом, особенно при расчетах процесса теплообмена в задонном 

объеме, является изучение картины течения, зависящей как от используемых стартовых 

устройств, так и от положения аппарата в контейнере. В экспериментах изучалась картина 

течения, реализуемая для случаев старта аппарата с помощью односоплового и многосопло-

вого двигателя первой ступени и старта с использованием акамулятора давления. Для по-

следнего случая исследовалось влияние некоторых конструктивных особенностей (различ-

ные отражательные козырьки и щитки) на газодинамическую картину течения. Отношение 

диаметра аппарата к диаметру контейнера во всех экспериментах составляло 0,9. В результа-

те проведенных экспериментальных исследований выявлено, что в задонном объеме картина 

течения зависит от положения аппарата в контейнере и характеризуется глубиной проникно-

вения струй. При старте с помощью многосоплового стартового двигателя картина течения 

несколько усложняется. Дополнительно в центральной части днища контейнера возникают 

участки стекания направленных навстречу друг другу течений, формирующих отраженный  

в сторону днища аппарата поток, оканчивающийся вихревыми течениями. 

При выходе аппарата из контейнера газы из кольцевого зазора поступают в объем газо-

вой полости, однако наиболее интенсивный ее рост происходит после прохождения аппаратом 

пути, равного его длине, когда цилиндрическая часть аппарата проходит обтюрирующий пояс. 
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В это время давление газов в контейнере, как правило, превышает давление окружающей сре-

ды, и газ из контейнера начинает перетекать в газовую полость. Вследствие большого массо-

вого расхода газов давление в полости возрастает и становится больше гидростатического, 

свободная граница полости приобретает значительные скорости по нормали. При выходе кор-

мы аппарата из полости часть газов захватывается изделием и за его кормой образуется донная 

газовая каверна, которая имеет форму, близкую к цилиндрической. По мере роста газовых 

объемов давление газов в них падает и становится меньше гидростатического. Вследствие раз-

режения объем газовой полости начинает уменьшаться и в некоторый момент времени проис-

ходит полное схлопывание, объем донной газовой каверны полностью отделяется от объема 

контейнера. Валидация и верификация разработанного математического моделирования и про-

граммного комплекса проведены для двух случаев: при выходе кормы аппарата из контейнера 

и при продуве заполненного водой контейнера горячей струей газа.  

 

 

Рис. 2. Картина течения газа в кольцевом зазоре 𝑃̅ = 0,52; 𝑆о̅бт,1 = 80 %;  𝑆о̅бт,2 = 56 % 

На рис. 3 представлен график давления по поверхности аппарата в момент выхода его 

из контейнера, на рис. 4 – график зависимости от времени давления в газовом пузыре, обра-

зующемся с верхнего среза контейнера, в сравнении с экспериментом. На рис. 3–6 приведе-

ны распределения безразмерного давления и температуры, а также изменение коэффициента 

давления по безразмерному времени в газовой полости (рис. 3). Сравнение на рис. 3 и 4 при-
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ведено в виде графиков зависимостей безразмерной температуры газовой среды T/T0 и без-

размерного давления Р/Р0 в задонной области в зависимости от безразмерного времени, рас-

считываемого по формуле 

LPtt ж //0 = . 

Здесь T0 – начальная температура стенки; Р0 – гидростатическое давление на верхнем 

срезе шахты; L – длина модели; ж  – плотность жидкости.  

 

 

Рис. 3. Распределение давления по длине аппарата: 1 – расчет; 2 – эксперимент 

 

Рис. 4. Зависимость от времени давления в газовой полости: 1 – расчет; 2 – эксперимент 

На рис. 5 и 6 приведены графики зависимостей от времени давления и температуры 

парогазовой смеси, образующейся в объеме шахты при старте аппарата на маршевом двига-

теле из затопленного водой контейнера [5]. На рис. 3–6 видим, что результаты имитационно-

го моделирования удовлетворительно согласуются с экспериментальными. В работах [9–12] 

приведены результаты определения теплового и силового воздействия на аппараты при мно-

гофазном обтекании при больших скоростях при движении в атмосфере. 
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Рис. 5. Зависимость от времени давления парогазовой смеси в контейнере:  

1 – расчет; 2 – эксперимент 

 

Рис. 6. Зависимость от времени температуры парогазовой смеси в контейнере:  

1 – расчет; 2 – эксперимент 

В целом полученные результаты позволяют сделать вывод о том, что предложенная 

математическая модель адекватно отражает физические процессы, протекающие при под-

водном старте аппарата, и может быть использована для решения задач гидродинамики по 

определению формы образующихся в жидкости газовых полостей и распределения давле-

ния по поверхности аппарата и носителя. Хорошее соответствие расчетных и эксперимен-

тальных данных служит подтверждением достоверности и надежности разработанного ме-

тода, который может стать основой для численного моделирования физических процессов, 

сопровождающих динамику автономных самоходных подводных и надводных аппаратов, 

обеспечивающих изучение арктического шельфа, поиска полезных ископаемых на дне  

Северного Ледовитого океана, а также доставку грузов в труднодоступные районы Аркти-

ки, эвакуацию людей, проведение подводных и спасательных работ. 

4. Заключение  

На основе метода маркеров крупных частиц разработан математический метод опре-

деления теплового и силового воздействия на аппарат при многофазном обтекании. Резуль-

таты расчетов сравниваются с экспериментальными данными. Создан программный ком-
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плекс, позволяющий проводить имитационное моделирование силового и теплового воздей-

ствия на аппарат при движении его в многофазной среде. 
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The features of structure formation in the heat-affected zone, which are formed in the pro-

cess of plasma cutting of 10 mm and 36 mm thick St3ps steel sheets, are presented. Cutting of thick 

steel is accompanied by high carburization, increasing hardness of the surface layer, and increasing 

surface roughness parameters. The research results allow us to conclude that the developed PMVR-

9.1 plasmatron makes it possible to perform sufficiently high-quality cutting of sheet steel with a 

thickness of up to 40 mm and more. However, butt welding after plasma cutting without prelimi-

nary machining can be performed for a steel thickness of 10 mm. 

Keywords: steel, plasmatron, plasma cutting, microstructure, roughness, microhardness. 
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Представлены особенности образования структуры в зоне термического влияния, 

формирующиеся в процессе плазменной резки листов стали Ст3пс толщиной 10 мм и 36 мм. 

При резке стали большой толщины наблюдается повышенное науглероживание, рост твердо-

сти приповерхностного слоя и увеличение параметров шероховатости поверхности. Резуль-

таты исследований позволяют сделать вывод о том, что разработанный плазмотрон ПМВР-9.1 

позволяет произвести достаточно качественный раскрой листовой стали толщиной до 40 мм 

и более. Однако стыковую сварку после плазменной резки без предварительной механиче-

ской обработки можно производить при толщине стали 10 мм. 

Ключевые слова: сталь, плазмотрон, плазменная резка, микроструктура, шероховатость, 

микротвердость. 

1. Введение 

Воздушно-плазменная резка металлов – одна из наиболее широко используемых тех-

нологий в металлургических и машиностроительных производствах для резки металлопрока-

та и раскроя листовых материалов. При проектировании металлорежущих плазмотронов [1], 

как правило, опираются на такие критерии как производительность, качество реза и надеж-

ность их работы [2]. Высокие значения данных параметров в свою очередь зависят от эффек-

тивности системы газовихревой стабилизации (ГВС) [3, 4], обеспечивающей высокую сте-

пень тепловложения и кинетические свойства плазменной дуги (струи), надежность работы 

катодного и соплового узлов плазмотрона [5]. Применяемый в современных плазмотронах 

для резки металлов газовихревой способ стабилизации основан на тангенциальной подаче 

плазмообразующего газа (ПОГ) в сопловой узел и обжатии плазменной дуги (струи) как са-

мим соплом, так и вихревым потоком стабилизирующего газа в цилиндрическом канале соп-

ла (или на выходе из сопла вторичным потоком стабилизирующего газа в технологии уз-

http://orcid.org/0000-0001-8015-8120
mailto:tatiana_8801@mail.ru
mailto:227433@rambler.ru
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коструйной плазмы) [6, 7]. Формирование тангенциально закрученного потока газа происхо-

дит в вихревых камерах (завихрителях), количество, конструкция и расположение которых в 

плазмотроне существенным образом влияет на эффективность резки металлов [8]. 

За последние годы авторами была разработана комплексная система анализа органи-

зации течения потока плазмообразующего газа по каналам газовоздушного тракта (ГВТ) 

плазмотрона и созданы новые системы стабилизации дугового разряда металлорежущих 

плазмотронов постоянного тока для повышения их технологических показателей. Необходи-

мость разработки новых плазмотронов обусловлена тем, что среди разработок отечественно-

го электроплазменного оборудования практически отсутствуют инструментальные плаз-

мотроны для прецизионной резки стальных листов при толщинах проката до 40 мм, обес-

печивающие повышенную точность и качество реза кромок, высокую материальную и 

энергетическую эффективность. Это становится наиболее важным, так как в настоящее 

время на рынке присутствует качественная продукция только зарубежных производите-

лей (Hypertherm, Kjellberg, MesserGreisheim и др.), что в условиях санкционной политики за-

падных стран требует безусловного импортозамещения в этой весьма ответственной и быст-

ро развивающейся технологической составляющей заготовительного производства [9]. 

Комплексная система анализа течения потока ПОГ включает методы численного  

моделирования газодинамических и теплофизических параметров процессов плазмообразо-

вания в плазмотроне (рис. 1). Подобный анализ проводился в приложении FlowWorks про-

граммной среды SolidWorks в рамках исследования широкого ряда отечественных и импорт-

ных плазмотронов постоянного тока. Результаты исследования выявили конструктивные не-

достатки большинства плазмотронов с точки зрения эффективности работы их систем ГВС  

и позволили разработать новые комплексные системы ГВС дуговых плазмотронов с более 

равномерным распределением по сечению ГВТ потока плазмообразующего газа.  

 

 

Рис. 1. Моделирование газодинамических характеристик потока плазмообразующего  

газа по газовоздушному тракту одноконтурного плазмотрона  

(схема без предварительного завихрителя) 

Новые системы ГВС были использованы для создания опытно-промышленных  

и опытных моделей однопоточных плазмотронов для прецизионной резки металлов средних 

и больших толщин серии ПМВР-5, а также двухпоточных плазмотронов серии ПМВР-9 для 

высокоточной узкоструйной резки металлов малых и средних толщин. В частности, в камере 

расширения ГВТ плазмотрона ПМВР-5.1 (рис. 2) была применена система газодинамических 

фильтров в виде сплошных и перфорированных стенок, а также оптимизирована геометрия 

отдельных участков ГВТ. В плазмотроне ПМВР-5.2 (рис. 3 а) была предложена система ГВС 

с симметричной подачей ПОГ в камеру расширения и двумя завихрителями в системе ГВС 
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(рис. 3 б): 1-я расширительная камера (камера смешения) – предварительный (формирую-

щий) завихритель – 2-я расширительная камера – основной (стабилизирующий) завихритель. 

Размеры и расположение элементов системы ГВС в плазмотроне ПМВР-5.2 были также 

определены в рамках оптимизационных процедур по критериям эффективности ГВС. В це-

лях последующего совершенствования систем ГВС в однопоточном плазмотроне ПМВР-5.3  

дополнительно применен встроенный ступенчатый газодинамический фильтр с модернизи-

рованным завихрителем, обеспечивающим повышение радиальной составляющей скорости 

ПОГ в сопловом узле (рис. 4). В результате плазмотрон ПМВР-5.3 показал повышенную  

(на 40 % по сравнению с базовым плазмотроном типа ПМВР) производительность работы на 

токах до 200 А и качество реза металлов толщиной до 40 мм [10, 11].  

 

 

Рис. 2. Опытно-промышленная модель плазмотрона ПМВР-5.1 с элементами соплового узла 

 

а б 

Рис. 3. Плазмотрон ПМВР-5.2: а – опытно-промышленная модель; б – элементы конструкции 

(ГВТ с двумя завихрителями и хвостовая часть) 

 

Рис. 4. Опытная модель плазмотрона ПМВР-5.3 

На базе решений, полученных при проектировании ГВТ однопоточных плазмотронов, 

был разработан двухпоточный плазмотрон ПМВР-9.1, работающий по высокотехнологичной 

схеме «узкоструйной плазмы» (рис. 5). В основе технологии лежит применение двухпоточ-

ного принципа стабилизации – двойного вихревого обжатия плазменной дуги за счет распре-

деления плазмообразующего газа по двум контурам на 2 потока (формирующего струю  
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и стабилизирующего дугу). Применение подобного плазмотрона позволило решить многие 

проблемы плазменной резки за счет существенного снижения ширины реза, улучшения его 

качества, повышения эффективности, материало- и энергоемкости процесса, а также обеспе-

чить систематическое импортозамещение расходуемого оборудования для установок энерге-

тической резки металлических материалов. 

Опытно-промышленная апробация плазмотрона ПМВР-9.1 показали, что в отличие  

от однопоточных плазмотронов серии ПМВР-5, обеспечивающих прецизионную резку ме-

таллов средних толщин, он обеспечивает повышенное (сравнимое с лазерным) качество реза 

металлов толщиной до 20 мм за счет конструктивного и технологического изменения систе-

мы ГВС плазменной дуги.  

 

 

а б 

Рис. 5. Опытная модель плазмотрона ПМВР-9.1: а – в сборе; б – элементы конструкции 

Примененные методы анализа с учетом известных ранее и созданных в процессе ис-

следования новых критериев и принципов легли в основу новой комплексной методики про-

ектирования металлорежущих плазмотронов по газодинамическим, теплофизическим и аку-

стическим критериям [6, 9, 10]. Методика утверждена в Уральском институте сварки и поз-

воляет разрабатывать новые конструктивные схемы и оценивать эффективность проектиро-

вания систем стабилизации дугового разряда плазмотронов. В качестве особых методиче-

ских рекомендаций можно отметить способы оценки влияния конструктивных особенностей 

систем ГВС на кинематические параметры плазменной струи. С применением данных спосо-

бов было показано, что применение новых комплексных систем ГВС в плазмотронах ПМВР-

5.3 и ПМВР-9.1 позволило улучшить газодинамические и энергетические параметры плаз-

менной дуги (струи) (рис. 6). Разработанная методика позволяет также произвести оценку 

технологических возможностей плазмотронов при резке металлов различных толщин, а так-

же ряд параметров их безопасного применения. 

 

 

 
ПМВР-5.3 

с серийным  

завихрителем 

ПМВР-5.3 

с модернизированным 

завихрителем 

ПМВР-9.1 

двойное сопло  

с вихревым обжатием 

Рис. 6. Численное моделирование кинематических параметров плазменной струи  

в плазмотронах ПМВР-5.3 и ПМВР-9.1 
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Комплексная методика проектирования включает и экспериментальную верификацию 

результатов численного моделирования процессов, характерных для технологии плазменной 

резки. Экспериментальные результаты, полученные в ходе исследований, проведенных сов-

местно с Институтом машиноведения УрО РАН, подтвердили эффективность применения 

новых методов ГВС. Например, резка металлов плазмотронами типа ПМВР-9.1 позволяет 

получать прецизионные резы, соответствующие 1 и 2-м классам качества по ГОСТ 14792-80 

на углеродистых и низколегированных сталях средних толщин. Кроме того, была показана 

возможность применения таких плазмотронов для прецизионной резки металлов и последу-

ющей их сварки без дополнительной механической обработки кромки реза. 

2. Материалы и методы исследования 

С использованием указанного плазмотрона было выполнено исследование структуро-

образования ЗТВ при узкоструйной воздушно-плазменной резке листа углеродистой стали 

Ст3пс при следующих параметрах работы плазмотрона: ток резки – 120 А;  

напряжение резки ~180 В; давление ПОГ ~ 4,5 атм.; диаметр сопла – 1,9 мм; вылет плазмот-

рона – 6–7 мм. Скорость резки была выбрана в зависимости от толщины листа стали и соот-

ветствовала 1,5 м/мин при толщине 10 мм и 0,3 м/мин – при толщине 36 мм. 

Структурные исследования выполнены на микроскопе NEOPHOT-21 при увеличениях 

от 100 до 1000 крат. Определение дисперсности пластинчатого перлита и соотношение фаз 

феррита и перлита в зоне термического влияния в кромке реза было выполнено в соответ-

ствии с межгосударственным стандартом ГОСТ 8233-56 [12] на специально вырезанных 

темплетах при увеличении 1000 крат (рис. 8 а и б). Количественная характеристика основ-

ных элементов микроструктуры была произведена на основании сопоставления структуры с 

эталонами соответствующих шкал стандарта. 

Химический состав листовой стали определяли спектральным методом на приборе 

SPECTROMAX и усредняли по прожигам в нескольких участках площадью 8 мм2 на поверх-

ности сечения образцов. Для определения распределения химических элементов на поверх-

ности реза был проведен рентгеноспектральный анализ при увеличении 2000 крат на растро-

вом электронном микроскопе TESCAN VEGA IIXMU, оснащенном системами энергодис-

персионного микроанализа INCA ENERGY 450 с АДД детектором OXFORD и программным 

обеспечением INCA. Исследование рельефа поверхности резов выполнили с помощью опти-

ческого интерферометра Veeco NT-1100. Значение твердости определены на приборе LEICA 

с программным обеспечением Materials Workstation при нагрузке 25 г на верхней и нижней 

кромках реза. 

3. Обсуждение результатов 

Анализ микроструктур позволяет заключить, что при изменении условий резки в за-

висимости от толщины разрезаемого листа обнаружены значительные различия в структу-

рообразовании зоны термического влияния (ЗТВ) в исследуемых образцах (рис. 7 и 8).  

На рис. 7, а и б представлена в сравнении микроструктура внешней зоны плазменной резки 

исследованных образцов при увеличении 100 крат в зависимости от толщины листа, а  

в табл. 1 дано описание структуры образцов в каждой зоне. 

Определение дисперсности пластинчатого перлита и соотношение фаз феррита и пер-

лита в зоне термического влияния в кромке реза было выполнено в соответствии с межгосу-

дарственным стандартом ГОСТ 8233-56 [12] на специально вырезанных темплетах при уве-

личении 1000 крат (рис. 8 а и б). 

Количественная характеристика основных элементов микроструктуры была произве-

дена на основании сопоставления структуры с эталонами соответствующих шкал стандарта. 
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Анализ микроструктур позволяет заключить, что при изменении условий резки  

в зависимости от толщины разрезаемого листа обнаружены значительные различия в струк-

турообразовании зоны термического влияния (ЗО+ПЗ) в исследуемых образцах. 

 

 

а б 

Рис. 7. Микроструктура приповерхностных слоев исследуемой стали после плазменной  

резки: а – толщина листа 10 мм; б – толщина листа 36 мм 

 

а б 

Рис. 8. Микроструктура зоны термического влияния исследуемой стали  

после плазменной резки: а – толщина листа 10 мм; б – толщина листа 36 мм 

Так, с уменьшением скорости реза практически в 3 раза увеличилась толщина ЗТВ 

при прочих неизменных параметрах работы плазмотрона. На поверхности реза в обоих слу-

чаях формируется не травящийся белый слой бесструктурного мартенсита, а в ЗТВ сформи-

ровались перлито-ферритные структуры с разными количественными соотношениями фаз и 

отличающейся степенью дисперсности (табл. 1). При скорости резания 1,5 м/мин в тонкой 

пластине в ЗТВ за счет перекристаллизации в условиях интенсивного теплоотвода образова-

лась мелкозернистая структура сорбитообразного перлита 1-го балла, в то время как в тол-

стой пластине при скорости резания 0,3 м/мин сформировалась структура укрупненного зер-
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на среднепластинчатого перлита 7-го балла (рис. 8). В переходных зонах исследуемых об-

разцов резко возросло количество перлита в перлито-ферритной структуре по сравнению с 

исходным соотношением в основе стали (табл. 1). 

Таблица 1 – Описание структуры образца в каждой зоне 

Толщина 

образца, 

мм 

Зона 
Толщина  

зоны, мкм 
Структура 

10 

Край реза 25 Бесструктурный мартенсит 

Внешняя часть ЗТВ 

(ЗТВ1) 
175 

Сорбитообразный перлит, 1-й балл, 

межпластинчатое расстояние менее  

0,20 мкм 

Переходная зона 

(ЗТВ2) 
200 

Перлито-ферритная структура  

с соотношением п/ф = 85/15, 3-й балл 

Основа стали >400 
Перлито-ферритная структура с соотно-

шением п/ф = 20/80, 8-й балл 

36 

Край реза 10 Бесструктурный мартенсит 

Внешняя часть ЗТВ1 390 

Среднепластинчатый перлит, 7-й балл, 

межпластинчатое расстояние менее  

1,20 мкм 

Переходная зона 

ЗТВ2 
800 

Перлито-ферритная структура  

с соотношением п/ф = 95/5, 2-й балл 

Основа стали >1200 
Перлито-ферритная структура  

с соотношением п/ф = 20/80 

 

Подобные особенности структурообразования определяются главным образом разли-

чиями скоростей охлаждения поверхностных слоев углеродистой стали при отличающихся 

режимах резки. Влияние оказало и перераспределение легирующих элементов и углерода в 

разделочных швах в процессе энергетической обработки. Микрорентгеноспектральный ана-

лиз показал (рис. 9), что в результате диффузионного перераспределения углерода повыси-

лась его концентрация в зоне реза. Из приведенных графиков распределения видно, что по-

вышение концентрации углерода в различных зонах реза носит нерегулярный характер. 

Максимальное повышение наблюдается в зоне оплавления вблизи кромки реза, затем в зоне 

оплавления несколько снижается и к концу переходной зоны количество углерода выравни-

вается в соответствии с химическим составом основы. Все это в полной мере отражает ха-

рактер образовавшихся структур в различных зонах реза по мере удаления от кромки. 

Особо следует отметить, что степень науглероживания при резке толстой пластины с 

малой скоростью оказалась значительно выше и достигла значений в кромке реза 0,76 мас. % 

С, в то время как в тонкой пластине при высокой скорости реза не превысила 0,25 мас. % С, 

при усредненной концентрации углерода в основе 0,14 мас. % С. При этом в зоне оплавления 

в результате сильной энергетической обработки в зоне реза толстого листа за счет выгорания 

значительно снизилась массовая доля марганца и кремния, что в тонком листе по всей тол-

щине практически не наблюдалось. 

Изменение концентрации углерода в поверхностных слоях привело к измельчению 

перлито-ферритная структуры и повышению твердости приповерхностных слоев стали в 

зоне плазменной резки (рис. 10). В наиболее явной форме это заметно для малой скорости 

реза, при которой в поверхности за счет диффузионных процессов сформировалось высоко-

углеродистое состояние стали. 
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а 

 

б 

Рис. 9. Распределение легирующих элементов исследуемой стали в зоне термического  

влияния плазменной резки: а – толщина листа 10 мм; б – толщина листа 36 мм;  

1 – Mn; 2 – Si; 3 – C 

 

а б 

Рис. 10. Графики распределения твердости в образцах: а – толщина листа 10 мм; б – толщина 

листа 36 мм; 1 – нижняя кромка; 2 – верхняя кромка 

Весьма важно отметить практически одинаковый характер распределения твердости 

на верхней и нижней кромках реза исследованных образцов, что обусловлено конструктив-

ными особенностями разработанного узкоструйного плазмотрона. 
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Большое значение при оценке качества плазменной резки отводится изучению шеро-

ховатости поверхности по критериям микрогеометрии рельефа линии реза. Результаты  

исследования представлены на рис. 11 и приведены в табл. 2. 

 

 

а 

 

б 

Рис. 11. Анализ рельефа поверхности исследованных образцов: а – толщина листа 10 мм;  

б – толщина листа 36 мм 

Таблица 2 – Результаты исследования рельефа поверхности 

Толщина листа, 

мм 

Средняя  

шероховатость Ra, 

мкм 

Средняя квадратичная 

шероховатость Rq, 

мкм 

Максимальная  

высота поверхности Rt, 

мкм 

10 19,69 24,05 124,62 

36 21,94 26,69 171,61 

 

Видно, что по всем оцениваемым показателям качество поверхности реза толстого 

листа при медленной скорости перемещения плазмотрона оказалось несколько хуже, чем при 

резке тонкого листа. Особенно это заметно по величине максимальной высоты поверхности 

(вертикальное расстояние между самой высокой и самой низкой точкой рельефа), что гово-

рит о большей волнистости линии реза в этом случае. 

4. Выводы 

Таким образом, по результатам выполненных исследований можно заключить, что 

разработанный плазмотрон ПМВР-9.1 по своим техническим возможностям за счет исполь-

зования новой системы ГВС с двумя завихрителями (формирующим и стабилизирующим), 

двумя расширительными камерами и симметричной подачей ПОГ, позволяет произвести 
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достаточно качественный раскрой листовой стали в условиях узкоструйной воздушно-

плазменной резки в довольно широком диапазоне толщин вплоть до 40 мм и более. Однако 

необходимо учитывать, что сварку заготовок без предварительной механической обработки 

можно производить при толщине реза 10 мм. При больших толщинах в разделочном шве 

формируется ЗТВ со значительными изменениями в структуре основного металла и ряда 

других показателей, что предполагает снятие фаски с поверхности реза на глубину не ме-

нее 0,5 мм. 
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