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Due to the latest achievements and potential practical applicability, magnetic refrigeration  

is currently of great interest. For the search of new effective materials for refrigerators with magnet-

ic cooling, we obtain and analyze the governing equations enabling one to calculate the basic char-

acteristics of the magnetocaloric effect (MCE) in magnetically ordered materials (temperature and 

entropy changes under on/off switching of the magnetic field). Recommendations and demands for 

the characteristics of promising ferro- and ferrimagnets in search are proposed on the basis of a joint 

analysis of these formula and experimental results. 

Keywords: magnetic refrigeration, ferromagnets, antiferromagnets, ferrimagnets, magnetic phase 

transitions, magnetocaloric effect. 

Acknowledgment 

The work was performed with the use of IMP Neutron Material Science Complex within the 

state assignment for IPM UB RAS (theme Flux) and supported by the Basic Research Program  

of UB RAS, grant No. 18-10-2-22.  

References 

1 Franco V., Blázquez J.S., Ipus J.J., Law J.Y., Moreno-Ramírez L.M., Conde A. Magneto- 

caloric effect: From materials research to refrigeration device. Progress in Materials Science, 2018, 

vol. 93, pp. 112–232. DOI: 10.1016/j.pmatsci.2017.10.005. 

2 Zimm C., Jastrab A., Sternberg A., Pecharsky V., Gschneidner K., Osborne M., Anderson  

I. Description and performance of a near-room temperature magnetic refrigerator. In: Kittel P.,  

ed. Advances in Cryogenic Engineering Book Series (ACRE, vol. 43), Springer, Boston, MA, 1998, 

pp. 1759–1766. DOI: 10.1007/978-1-4757-9047-4_222. Online ISBN: 978-1-4757-9047-4. 

3 Bean C.P., Rotbell D.C. Magnetic disorder as first-order phase transition. Phys. Rev., 1962, 

vol. 126, pp. 104–115. DOI: 10.1103/PhysRev.126.104. 

4 Kittel C. Model of exchange-inversion magnetization. Phys. Rev., 1960, vol. 120, pp. 335–342. 

DOI: 10.1103/PhysRev.120.335. 

5 Valiev E.Z., Kazantsev V. A. Magnetocaloric effect in La(FexSi1−x)13 ferromagnets. Physics  

of Metals and Metallography, 2011, vol. 113, no. 6, pp. 1000–1005. DOI: 10.1134/S1063776111150118. 

6 Valiev E.Z. Isotropic Magnetoelastic Interaction in Two-Sublattice Ferri- and Anti- 

ferromagnets: Mean-Field Approximation for the Heisenberg Model. Physics of Metals and Metal-

lography, 2003, vol. 96, no. 2, pp.121–127. 

mailto:valiev@imp.uran.ru
mailto:valiev@imp.uran.ru
https://doi.org/10.1103/PhysRev.120.335


 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

7 

 

 

Valiev E. Z., Bobrovskii V. I. On the search of new magnetic materials for cryogenics // Diagnostics, Resource and Mechanics 

of materials and structures. – 2019. – Iss. 4. – P. 6–15. – DOI: 10.17804/2410-9908.2019.4.006-015. 

 

7 Valiev E.Z. Entropy and Magnetocaloric Effect in Ferrimagnets RCo2. Physics of Metals 

and Metallography, 2017, vol. 124, no. 6, pp. 968–974. DOI: 10.1134/S1063776117060048. 

8 Valiev E., Gimaev R., Zverev V., Kamilov K., Pyatakov A., Kovalev B., Tishin A. 

Application of the exchange-striction model for the calculation of the FeRh alloys magnetic 

properties. Intermetallics, 2019, vol. 108, pp. 81–86. DOI: 10.1016/j.intermet.2019.02.015.  

9 Valiev E.Z. Entropy and Magnetocaloric Effect in Ferromagnets and Antiferromagnets. Physics  

of Metals and Metallography, 2007, vol. 104, no. 1, pp. 8–12. DOI: 10.1134/S0031918X07070022. 

10 Valiev E.Z. Entropy and magnetocaloric effects in ferromagnets undergoing first -  

and second-order magnetic phase transitions. JETP, 2009, vol. 108, no. 2, pp. 279–285.  

DOI: 10.1134/S1063776109020101. 

11 Fujita A., Akamatsu Y., Fukamishi K. Itinerant-electron metamagnetic transition in La(FexSi1–x)13 

intermetallic compounds. J. Appl. Phys., 1999, vol. 85, pp. 4756–4758. DOI: 10.1063/1.370471. 

12 Fujita A., Fujieda S., Hasegava Y., Fukamishi K. Itinerant-electron metamagnetic transition 

and large magnetocaloric effect in La(FexSi1–x)13 compounds and their hydrides. Phys. Rev. B, 2003, 

vol. 67, no 10, pp. 104416. DOI:10.1103/PhysRevB.67.104416. 

  



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

8 

 

 

Valiev E. Z., Bobrovskii V. I. On the search of new magnetic materials for cryogenics // Diagnostics, Resource and Mechanics 

of materials and structures. – 2019. – Iss. 4. – P. 6–15. – DOI: 10.17804/2410-9908.2019.4.006-015. 

 

Подана в журнал: 26.07.2019 

УДК 537.622.6:537.634.2 

DOI: 10.17804/2410-9908.2019.4.006-015 

ПОИСК НОВЫХ МАГНИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ  

ДЛЯ КРИОГЕННОЙ ТЕХНИКИ 

Э. З. Валиев
а)*

, В. И. Бобровский
б)

 

ФГБУН Институт физики металлов имени М.Н. Михеева Уральского отделения Российской академии наук, 

ул. С. Ковалевской, 18, г. Екатеринбург, Российская Федерация 

a)
 https://orcid.org/0000-0002-0760-0370  valiev@imp.uran.ru;  

б)  
https://orcid.org/0000-0002-4692-8889  bobrovskii@imp.uran.ru 

*
Ответственный автор. Электронная почта: valiev@imp.uran.ru 

Адрес для переписки: ул. С. Ковалевской, 18, 620108, г. Екатеринбург, Российская Федерация 

Тел.: +7 (343) 374–00–03 

Благодаря последним достижениям и потенциальным возможностям практического 

применения в настоящее время возник большой интерес к магнитной криогенике. Для поиска 

новых эффективных материалов для систем магнитного охлаждения получены формулы,  

позволяющие рассчитывать основные характеристики магнитокалорического эффекта (МКЭ)  

в магнитоупорядоченных веществах (адиабатическое изменение температуры и изотермиче-

ское изменение энтропии магнетика, при включении и выключении магнитного поля).  

На основе анализа этих теоретических выражений и накопленных экспериментальных дан-

ных предложены рекомендации и требования, которым должны удовлетворять перспектив-

ные ферро- и ферримагнетики для того, чтобы их характеристики МКЭ принимали макси-

мальные значения.  

Ключевые слова: магнитное охлаждение, ферромагнетики,антиферромагнетики, ферримаг-

нетики, магнитные фазовые переходы, магнитокалорический эффект. 

1. Введение 

В обеспечении функционирования современного общества большую роль играет про-

изводство холода, основанное на использовании рефрижераторов различного типа, являю-

щееся весьма энергозатратным и часто не вполне экологически безопасным в силу использо-

вания в этих машинах специфических хладоагентов. Поэтому большой интерес вызывают 

альтернативные методы получения низких температур. Уже более 100 лет известен магнито-

калорический эффект (МКЭ), проявляющийся в изменении температуры вещества при изме-

нении приложенного магнитного поля. Весьма ярко он проявляется в условиях тепловой 

изоляции материалов при выключении (или включении) внешнего магнитного поля, влеку-

щем за собой перестройку состояния магнитной подсистемы. Наиболее универсальным ме-

рилом таких перестроек является величина изменения энтропии этой подсистемы. В адиаба-

тических условиях сохранения полной энтропии материала это означает соответствующее 

изменение (только с противоположным знаком) энтропии кристаллической решетки и, как 

следствие, температуры:  

∆𝑇 = −
𝑇

𝐶𝑃,𝐻
∆𝑆𝑀, (1) 

где 𝐶𝑃,𝐻 и ∆𝑆𝑀 – теплоемкость материала и изменение энтропии магнитной подсистемы  

соответственно. 

mailto:valiev@imp.uran.ru
mailto:valiev@imp.uran.ru
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МКЭ наблюдается в различных магнитных материалах (парамагнетиках, ферро-  

и ферримагнетиках) и уже достаточно давно используется в экзотических устройствах для 

получения сверхнизких температур. Но в последние годы прогресс в теоретическом и экспе-

риментальном исследовании магнитотепловых свойств материалов вызвал новый интерес  

к МКЭ. Так, впервые удалось сконструировать магнитный холодильник, работоспособный 

при комнатной температуры [1]. В настоящее время технология производства магнитных ре-

фрижераторов стремительно развивается.  

Однако соединения со значительными величинами МКЭ не слишком многочисленны. 

Соответственно большой интерес представляет разработка методик их осознанного поиска 

или синтеза. Обычно при определении характеристик МКЭ (адиабатического изменения 

температуры ∆𝑇𝑎𝑑 и изотермического изменения энтропии ∆𝑆𝑀) используют общие термоди-

намические соотношения [1, 2] и экспериментальные данные. При этом не удается выяснить 

зависимость характеристик МКЭ от ряда физических величин. Особенно это касается боль-

шого (гигантского), ∆𝑇𝑎𝑑 ≈ 10 K; ∆𝑆𝑀 ≈ 30J/kg ∙ K) МКЭ, проявляющегося в некоторых ма-

териалах. Для решения этой проблемы необходимо привлечение продвинутых моделей опи-

сания магнетиков.  

Мы покажем, что несмотря на существенные отличия всех этих систем для описания их 

термодинамических свойств можно предложить универсальный феноменологический подход, 

являющийся обобщением теорий Бина–Ротбелла [3] и Киттеля [4]. При этом важными элемен-

тами усовершенствования теории является включение в рассмотрение эффектов теплового 

расширения решетки. Будут получены термодинамические соотношения для максимальных 

значений ∆𝑇𝑎𝑑 и ∆𝑆𝑀 и проведено их обсуждение и сравнение с экспериментом для ферромаг-

нетиков (железо, никель гадолиний) с магнитными фазовыми переходами II рода, ферро-  

и ферримагнетиков La(FeSi)13 и RCo2, испытывающих магнитный фазовый переход I рода,  

и для отличающегося рекордными характеристиками МКЭ эквиатомного сплава Fe-Rh, в ко-

тором происходит переход I рода между ферромагнитным и антиферромагнитным состояния-

ми. В заключение приведены требования, каким должны удовлетворять ферромагнетики для 

того чтобы магнитотепловые эффекты в них были максимальными.  

2. Постановка задачи и методы решения 

На примере ферромагнетика с одним сортом магнитных атомов, руководствуясь  

основными идеями обменно-стрикционной модели [4, 5], получим выражения для основных 

характеристик МКЭ. Обсуждение особенностей МКЭ в антиферромагнетиках и ферримагне-

тиках для конкретных соединений можно найти в наших работах [6–8].  

Выражение для термодинамического потенциала (свободной энергии) ферромагнети-

ка запишем в виде [5]:  

𝐹 = 𝑁𝐽𝑠2𝑚2 − 𝑁𝑘𝐵𝑇𝑙𝑛𝑍(𝑥) +
1

2
𝐾−1𝜔2 + 𝑃𝜔 + 𝑁𝑘𝐵𝑇 [3𝑙𝑛 (1 − 𝑒𝑥𝑝 (−

Θ

𝑇
)) − 𝐷 (

Θ

𝑇
)], (2) 

где введены обозначения: 

{
 
 

 
 𝑥 =

2𝜇𝐵𝑠𝐻+2𝑠
2𝐽𝑚

𝑘𝐵𝑇

𝐽 = 𝐽0 + 𝛾𝜔

𝑍(𝑥) =
𝑠ℎ(𝑥+

𝑥

2𝑠
)

𝑠ℎ(
𝑥

2𝑠
)

Θ = Θ0 + Γ𝜔

. (3) 
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Здесь N – число магнитных атомов в единице объема; J – обменный интеграл между выде-

ленным атомом и всеми атомами его окружения c учетом в линейном приближении сжимае-

мости решетки; B – магнетон Бора; s – спин атома; Н – внешнее магнитное поле; kB – посто-

янная Больцмана;  – постоянная обменно-упругого взаимодействия (магнитная константа 

Грюнайзена); К – сжимаемость; Р – давление; m – приведенная намагниченность;  = V/V – 

относительное изменение объема; Θ – температура Дебая;  – постоянная Грюнайзена;  

D(Θ/T)] – функция Дебая. 

 В уравнении (2) первые два слагаемых представляют вклад обменного взаимодей-

ствия в приближении молекулярного поля [6, 7], третье и четвертое слагаемые – вклад энер-

гии объемных деформаций. Пятое слагаемое – вклад решетки в приближении Дебая – 

Грюнайзена. Основная идея теорий Бина–Родбелла и Киттеля сводилась к учету зависимости 

обменного интеграла от объема (в частности, от теплового расширения решетки). В выраже-

нии для термодинамического потенциала (2) мы дополнили ее учетом зависимости темпера-

туры  

Дебая от объема.  

Из условия минимума свободной энергии по m и  следуют равновесные уравнения 

состояния для магнитной подсистемы и решетки:  

{
𝑚 = 𝐵𝑠(𝑥)

𝜔 = (𝑁𝛾𝑠2𝑚2 + 3𝑁𝑘𝐵
𝑇

Θ
Γ ∙ 𝐷 (

Θ

𝑇
) − 𝑃)𝐾

. (4) 

Здесь 𝐵𝑠(𝑥) – функция Бриллюэна для спина s;  при Р = 0 есть спонтанная объемная 

магнитострикция плюс обычное тепловое расширение решетки. Отметим, что второе слагае-

мое в выражении (4) для  оказывается важным только при обсуждении причины фазового 

перехода антиферромагнетик – ферромагнетик в сплаве Fe-Rh [8]. В остальных случаях им 

можно пренебречь. 

Для магнитной энтропии из (2, 4) следует 

𝑆𝑀 = 𝑁𝑘𝐵[𝑙𝑛𝑍(𝑥) − 𝑚𝑥]. (5) 

Согласно экспериментам максимальные значения МКЭ наблюдаются в точке Кюри, 

что позволяет при вычислении изменения энтропии в магнитном поле использовать выраже-

ние (5) в приближении х1. В результате 

∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥 = 𝑆𝑀(𝐻) − 𝑆𝑀(0) = −𝑁𝑘𝐵

3𝑠

2𝑠+2
𝑚2. (6) 

Как следует из (4) и (5), зависимость энтропии от внешних условий определяется ве-

личиной намагниченности. Для адиабатического изменения температуры тогда немедленно 

получаем:  

∆𝑇𝑎𝑑
𝑚𝑎𝑥 ≈ −

∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥𝑇𝐶
𝐶

=
1

𝐶
𝑁𝑘𝐵𝑇𝐶𝑚

2
3𝑠

2𝑠 + 2
, (7) 

где С – теплоемкость, а TC – температура Кюри.  

3. Результаты и обсуждение 

Формулы (1)–(7) позволяют проводить расчет термодинамических свойств ферромаг-

нетиков с магнитными фазовыми переходами I и II рода, в зависимости от величины кон-

станты магнитоупругого взаимодействия . Если величина постоянной  меньше критическо-

го значения 𝛾𝐶𝑅, то переход будет фазовым переходом II рода. Если же 𝛾 > 𝛾𝐶𝑅, то возникает 
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магнитный фазовый переход I рода 8. Изменение рода фазового перехода происходит  

в трикритической точке при 𝛾 = 𝛾𝐶𝑅. Выражение для 𝛾𝐶𝑅 можно найти в работе 6.  

Для Т = ТС в области магнитного фазового перехода II рода (т. е. 𝛾 ≪ 𝛾𝐶𝑅) легко полу-

чить с использованием (4) и (6): 

∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥 ≈ (2𝜇𝐵𝑠𝐻/𝑘𝐵𝑇𝑐)

2/3. (8) 

То есть в магнитном поле максимальное значение изменения энтропии (5) определя-

ется отношением зеемановской и обменной энергий в степени 2/3. Из формулы (8) следует, 

что наибольшие значения ∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥 и ∆𝑇𝑎𝑑

𝑚𝑎𝑥 следует ожидать в ферромагнетиках с большими 

магнитными моментами и малыми значениями температуры Кюри. Этот вывод подтвержда-

ется расчетом и экспериментальными данными для никеля (s = 1/2, ТС = 631 К), железа (s = 1, 

ТС = 1043 К) и гадолиния (s = 7/2, ТС = 293 К). В 9 показано, что ∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥 и ∆𝑇𝑎𝑑

𝑚𝑎𝑥 для гадолиния 

в 3–5 раз больше, чем для никеля и железа (для гадолиния ∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥 ≈ 15 J/kg K; ∆𝑇𝑎𝑑

𝑚𝑎𝑥 ≈ 10 K  

при Н = 5T 9). 

Весьма интересные результаты можно получить, если проследить, как изменяются  

величины ∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥 и ∆𝑇𝑎𝑑

𝑚𝑎𝑥 с ростом постоянной γ при изменении рода магнитного фазового 

перехода со II на I, которое происходит в трикритической точке, т. е. при 𝛾 = 𝛾𝐶𝑅;  𝑇 = 𝑇𝑡𝑟 = 𝑇𝐶 . 

В этой точке зависимость ∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥 от магнитного поля имеет вид 10: 

∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥 ≈ (2𝜇𝐵𝑠𝐻/𝑘𝐵𝑇𝑐)

2/5. (9) 

Сравнение численных значений величин приращения энтропии, описываемых форму-

лами (8) и (9) для одних и тех же s, Н и ТС показывает, что величина (9) почти на порядок 

больше, чем (8), т. е. максимальное значение изменения энтропии значительно возрастает 

для ферромагнетиков в окрестности именно магнитного фазового перехода I рода. 

Этот вывод подтверждает и результат модельного расчета по формуле (4) для ферро-

магнетика La(Fe0,88Si0,12)13. Действительно, согласно экспериментальным данным работ  

[11, 12], для ферромагнетика La(Fe0,88Si0,12)13 наблюдалось: N = 6,0710
22

 см
–3

; К = 1,110
12

 эрг/см
3
;  

s = 1; ТС = 195 К; Θ = 400 К. С этими значениями физических величин, как следует из 10, 

𝛾𝐶𝑅 = 3,6710
−13 эрг. Так как данный ферромагнетик испытывает фазовый переход I рода,  

то характеризующее его значение  получается больше, чем 𝛾𝐶𝑅:  = 4,8910
–13 

эрг. 

На рис. 1 и 2 показаны результаты расчета по формулам (2, 4) температурной зависимо-

сти изменения энтропии в магнитном поле при различных значениях отношения 𝛾/𝛾𝐶𝑅. Чис-

ленные значения всех остальных физических величин (за исключением ), которые входят в 

расчетные формулы, приняты такими же, как для ферромагнетика La(Fe0,88Si0,12)13. Как видно, 

максимальное значение изменения энтропии и пропорционального ей адиабатического изме-

нения температуры наблюдается в точке Кюри. Из результатов расчета следует сильная зави-

симость величины МКЭ от значений постоянной магнитоупругого взаимодействия. 

Вывод о том, что в большом числе магнитоупорядоченных соединений наивысшие 

значения МКЭ достигаются в образцах с магнитными фазовыми переходами I рода, под-

тверждают и результаты работы [7]. Причиной больших величин МКЭ в RCo2 является силь-

ная зависимость намагниченности от температуры и магнитного поля в окрестности магнит-

ного фазового перехода I рода, который имеет место в этих соединениях. Постепенное 

уменьшение величины МКЭ в ряду соединений RCo2 (R = Er, Ho, Dy, Tb) связано с ослабле-

нием резкости перехода I рода в этом ряду и его исчезновением для TbСо2. 
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Рис. 1. Температурная зависимость магнитной энтропии при различных значениях  

магнитного поля Н = 0 и Н = 4 тесла. Расчет по формулам (4, 5). Кривые 1, 2, 3 – 

результат расчета для 𝛾/𝛾кр = 1. Кривая 4 – для 𝛾/ 𝛾кр = 0,67 

 

Рис. 2. Температурная зависимость магнитной энтропии при магнитном фазовом переходе  

I рода для ферромагнетика La(Fe0,88Si0,12)13. Сплошные кривые – расчет по формулам  

в тексте статьи. Кружки – эксперимент из 11 

Увеличение абсолютных величин ∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥 и ∆𝑇𝑎𝑑

𝑚𝑎𝑥 в ферромагнетиках с магнитными 

фазовыми переходами I рода, по сравнению с теми, которые имеются в точке Кюри при фа-

зовых переходах II рода, сопровождается изменением характера температурной зависимо-

сти этих величин (рис. 1 и 2). Для ферромагнетиков с переходом II рода имеется один фа-

зовый переход в точке Кюри (Н = 0). В этом случае намагниченность при ТС изменяется 

непрерывно, как при отсутствии магнитного поля, так и в магнитном поле. Соответственно 

температурная зависимость ∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥(𝑇) демонстрирует лишь один острый пик 9 (рис. 1).  

Для ферромагнетиков с магнитным фазовым переходом I его проявления наблюдаются 

в виде скачков намагниченности при температуре 𝑇𝐶(𝐻 = 0), а также в точке 𝑇𝐶(𝐻 ≠ 0).  
Причем 𝑇𝐶(𝐻 ≠ 0) > 𝑇𝐶(𝐻 = 0). Поэтому в температурной зависимости ∆𝑆𝑀

𝑚𝑎𝑥(𝑇) наблюдается 
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П-образная кривая с двумя точками резкого изменения этой величины при указанных выше тем-

пературах (рис. 2). Величина скачка энтропии в точке 𝑇𝐶(𝐻 = 0) составляет  50 J/kg K, что со-

ответствует величине разрыва намагниченности m  0,7. Экспериментальные данные под-

тверждают эти выводы. При сравнении рисунков 1 и 2 необходимо также обратить внимание 

на резкое возрастание численных значений ∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥(𝑇𝐶) при фазовых переходах I рода.  

Из формулы для термодинамического потенциала (2) следует также выражение для 

решеточной части энтропии 5:  

𝑆𝐹 = −𝑁𝑘𝐵 [3𝑙𝑛 (1 − 𝑒𝑥𝑝 (−
Θ

𝑇
)) − 4𝐷 (

Θ

𝑇
)]. (10) 

С помощью формул (5) и (10) можно вычислить величину ∆𝑇𝑎𝑑
𝑚𝑎𝑥. Она определяется 

из условия адиабатичности: 

𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥(𝑇, 0) + 𝑆𝐹(𝑇, 0) = 𝑆𝑀

𝑚𝑎𝑥(𝑇 + ∆𝑇𝑎𝑑
𝑚𝑎𝑥, 𝐻) + 𝑆𝐹(𝑇 + ∆𝑇𝑎𝑑

𝑚𝑎𝑥, 𝐻). (11) 

Здесь предполагается, что электронный вклад в полную энтропию ферромагнетика мал. 

Результат расчета адиабатического изменения температуры ферромагнетика 

La(Fe0,88Si0,12)13 при включении магнитного поля Н = 4 T представлен на рис. 3, он удовле-

творительно согласуется с экспериментом. 

 

 

Рис. 3. Адиабатическое изменение температуры при включении магнитного поля 4Тл  

в зависимости от исходной температуры ферромагнетика La(Fe0,88Si0,12)13. Сплошная линия – 

результат расчета по формуле (9). Кружки – экспериментальные данные работы [11] 

В работе 8 также показано, что применение обменно-стрикционной модели и модели 

Киттеля позволяет количественно объяснить основные магнитные свойства (температурной 

зависимости намагниченности и относительного изменения объема, зависимости TN и TC  

от давления) антиферромагнитной и ферромагнитной фаз сплава Fe-Rh. В этой работе про-

демонстрировано, что предположение об отрицательной самопроизвольной объемной магни-

тострикции в антиферромагнитном состоянии и положительном – в ферромагнитной фазе 

приводит к теоретическим результатам, воспроизводящим экспериментальные данные. При-

чем наличие сильной зависимости обменных интегралов антиферромагнитной и ферромаг-
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нитной фаз сплава Fe-Rh от объема (давления и температуры) являются важными моментами 

при анализе рекордного МКЭ этого сплава. 

4. Выводы 

Таким образом, наш анализ и экспериментальные данные свидетельствуют, что боль-

шая величина МКЭ наблюдается в том случае, когда при магнитном фазовом переходе объем 

немагнитной и магнитоупорядоченной фаз заметно различается. Так, для соединений 

(La(FexSi1–x)13; RCo2 и Fe-Rh спонтанная объемная магнитострикция   10
–2

 и   10
–12

 эрг 

(10
–19

 дж) 5–8. Эти численные значения  и  можно принять за ориентир при поиске новых 

соединений с большим МКЭ. 

Анализ особенностей зависимости ∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥 от магнитного поля для ферромагнетиков 

с фазовыми переходами первого и II рода, выполненный в рамках предлагаемого обоб-

щенного феноменологического подхода, показывает, что рекордные значения ∆𝑆𝑀
𝑚𝑎𝑥  

порядка (20–40) J/kg K и значения ∆𝑇𝑎𝑑
𝑚𝑎𝑥 порядка 10 К требуют использования соедине-

ний с магнитными моментами 5–10 В на атом и ТС примерно 300 К. При этом для магне-

тиков с фазовыми переходами I рода величина скачка намагниченности должна быть по-

рядка 1В в точке Кюри. 
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The paper is devoted to the study of a nonlinear second-order parabolic equation, which 

in the literature is called the heat equation with a source or the generalized porous medium 

equation. We construct specialized solutions that describe disturbances propagating over the 

zero background at a finite velocity (heat waves). Previously, we studied such problems without 

a source. In this paper, we extend the known results to a more general case. The theorem of  the 

existence and uniqueness of a solution having the form of a heat wave in polar coordinates  

is proved. A heat wave is constructed in the form of a convergent multiple power series, the co-

efficients of which are determined when solving systems of linear algebraic equations. We give 

an example where the conditions of the theorem are not satisfied. It shows that the solution, in 

this case, has the form of a stable heat wave. 

Keywords: nonlinear heat conduction equation, heat wave, power series, convergence, existence 

and uniqueness theorem. 
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Работа посвящена исследованию нелинейного параболического уравнения второго 

порядка, которое в литературе называют уравнением теплопроводности с источником или 

«generalized porous medium equation». Для него строятся решения специального вида, кото-

рые описывают возмущения, распространяющиеся по нулевому фону с конечной скоростью 

(тепловые волны). Ранее такие задачи рассматривались в отсутствии источника. В настоящей 

работе известные научные результаты переносятся на более общий случай. Производится 

переход в полярную систему координат, доказывается теорема существования и единствен-

ности решения, имеющего вид тепловой волны. Она строится в виде сходящегося кратного 

степенного ряда, коэффициенты которого определяются при решении систем линейных  

алгебраических уравнений. Рассмотрен пример, в котором условия теоремы не выполнены,  

и показано, что решение в этом случае имеет вид остановившейся (неподвижной) тепловой 

волны. 

Ключевые слова: нелинейное уравнение теплопроводности, тепловая волна, степенной ряд, 

сходимость, теорема существования и единственности. 

1. Введение 

Нелинейное уравнение теплопроводности с источником [1], которое также называют 

«generalized porous medium equation» [2], является одним из наиболее известных объектов 

математической физики. Оно имеет многочисленные приложения и используется при 

описании высокотемпературной плазмы [3, 4], процессов лучистой теплопроводности [1], 

фильтрации газа в пористом грунте [5] и т. д. 

Существует большое количество публикаций, посвященных разностороннему 

исследованию этого уравнения, его аналогов и обобщений. Объясняется это, помимо уже 

упомянутых приложений, его нетривиальными математическими свойствами. Известно, 

например, что скорость распространения возмущений, им описываемых, может быть 

конечной [6]. Именно такого рода решения рассматриваются в настоящей статье. Обзор 

исследований в данном направлении не входит в цели настоящей работы, однако упомянем 

публикации, посвященные построению точных [7] и приближенных решений [8], а также 

работы автора, посвященные доказательству аналогов и обобщений [9] теоремы Коши-

Ковалевской в многомерном случае [10], построению приближенных решений разностными 

методами [11], методами степенных рядов и граничных элементов [10, 12, 13]. 
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2. Постановка задачи и начальные допущения 

Одна из форм записи нелинейного уравнения теплопроводности с источником имеет 

вид 

2 β1
= ( ) α .

σ
tu u u u u     (1) 

Здесь F(u) = αu

 – функция источника (α  0) или стока (  0). Рассмотрим (1)  

в случае двух пространственных переменных [14]. Перейдем к полярным координатам. 

Пусть x   пространственная переменная; φ ( π,π]   – полярный угол; t  – время (как  

и ранее). Получим уравнение 

22
φφ φ β

2 2
= α .

σ σ

x x
t xx

uu uu uu
u uu u

x x x
      (2) 

Для уравнения (2) рассмотрим краевое условие 

= ( ,φ)( , ,φ) | = ( ,φ).x R tu t x f t  (3) 

Пусть кривая = ( ,φ)R t  замкнута и ограничивает в R
2
 звездную область (в области 

имеется полюс, который можно соединить с любой другой точкой области отрезком, целиком 

ей принадлежащим). Гладкие функции ( ,φ) > 0R t  и ( ,φ)f t  удовлетворяют неравенствам 

=0 =0| 0, | 0t t t tR f   и 

2 2

=0 =0( | ) ( | ) > 0.t t t tR f  (4) 

Пусть также (0,φ) = 0f  и (0) = 0F . Ранее задача (2), (3) исследовалась нами в случае, 

когда α = 0, т. е. без источника (стока) [15]. 

3. Основной результат 

Сформулируем и докажеи теорему существования и единственности решения задачи 

(2), (3), которая является основным результатом настоящего исследования. Под аналитической 

далее понимается функция, совпадающая в некоторой области со своим тейлоровским 

разложением. 

Теорема. Пусть ( , )R t   и ( , )f t   – функции, аналитические в некоторой 

окрестности = 0t ; N  , и выполнено неравенство (4). Тогда задача (2), (3) имеет  

/в окрестности = 0t ; = ( , )R t   ненулевое аналитическое решение, единственное при 

выборе направления движения тепловой волны. 

Доказательство проводится в два этапа. 1. Построение решения в виде степенного [16] 

(специального [17, 18]) ряда. 2. Доказательство сходимости методом мажорант [19]. 

Отметим, что разработка методики построения решений нелинейных краевых задач матема-

тической физики в виде специальных (характеристических) рядов является одним из важных 

достижений научной школы А.Ф. Сидорова [6], к которой принадлежит автор [16]. 

 

Для удобства дальнейших выкладок введем новую независимую переменную

= ( ,φ)r x R t . Задача (2), (3) примет вид: 
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= ,t t r rr ru R u uu u g G



 
   

 
 (5) 

=0( , ,φ) | = ( ,φ),ru t r f t  (6) 

где 

2

φφ φ φ φφ φ φ φ β

2 2

2 2
= α ,

( ) ( )

r r rr
u R u R u u R u uu

G u u
r R r R r R

   
      

 

2

( , , ) = 1 .
R

g t r
r R




 
  

 
  

Решение будем строить в виде двойного ряда: 

, ,

, =0 , =0

[ ( ,φ)]
( , ,φ) = (φ) (φ) ,

! ! ! !

n m n m

n m n m

n m n m

t r t x R t
u t r u u

n m n m

  
   (7) 

коэффициенты которого определяются при последовательном решении трехдиагональных 

систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с неограниченно возрастающей 

размерностью. Отметим, что такого рода конструкции обычно характерны для уравнений  

и систем гиперболического типа [9]. 

По условию теоремы R  и f  – аналитические функции. Следовательно, для них 

справедливы разложения: 

=0 =00 0

( ,φ) = (φ) , ; ( ,φ) = (φ) ,
! !

n n n n

n n n nn n
n nt t

t R t f
R t R R f t f f

n t n t

 

 

 
 
 

   

Из краевого условия (6) следует, что 
,0 =n nu f , причем 

0,0 0= = 0u f . Остальные 

коэффициенты определяются индукцией по сумме индексов. Пусть сумма индексов равна 1 . 

Известно, что 
1,0 1=u f . Коэффициент 

0,1u  найдем, положив = = 0t r  в уравнении (5).  

С учетом равенства (0,0,φ) = 0u  получим квадратное уравнение, корни которого имеют вид  

2

1 1 0,0 1

0,1

0,0

σ (σ ) 4σ
= ,

2

R R g f
u

g

  
 

где 0,0(φ) = (0,0,φ)g g  Выбор знака перед корнем определяет направление движения тепловой 

волны. При этом условие (4) обеспечивает наличие хотя бы одного ненулевого корня. База 

индукции установлена. 

Пусть найдены коэффициенты , ,i ju i j n   (до порядка n включительно). 

Воспользуемся дифференциальным оператором 
,

= =0

[.]
[.] = , 2, 0 .

n

n k k n k k

t r

L n k n
t r

 


  

 
 

Применяя его к уравнению (4), получим равенство  

1, , 1 1, 2 ,= ,n k k k n k k n k n k k n k ku A u B u C           (8) 

где  1 0,0 0,1 1= 2 / σ,  = .i iA R g u i B if     При этом все искомые величины (сумма нижних 

индексов у них равна 1n  ) находятся в левой части уравнения (8). Значения 
,n k kC 

 зависят  

от коэффициентов порядка не выше n , т. е. известны (соотвествующие формулы здесь  
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не приводятся из-за громоздкости). Полагая в (8) = 0,1,...,k n , получаем СЛАУ с квадратной 

трехдиагональной матрицей, для которой, как можно убедиться, не выполнено условие 

диагонального преобладания. Тем не менее, используя ранее доказанное авторами 

утверждение [15], можно показать, что она невырожденная. Следовательно, система (8) 

однозначно разрешима и производные порядка 1n  , а, значит, и все коэффициенты ряда (7), 

определяются единственным образом. 

Особого обсуждения заслуживает применение оператора ,n k kL   к функции источника 

(стока). Поскольку, в соотвествии с условием теоремы, β , то производные любого 

порядка здесь определяются однозначно, однако сама процедура дифференцирования 

является весьма громоздкой, так как необходимо многократно дифференцировать сложную 

функцию ( ( , ,φ))F u t r . В частности: 

β 1 β 1 β 1 2 β 1

0,0 1,0 1,0 0,1 0,1 2,0 1,0 2,00, αβ , αβ , αβ(β 1) αβ ,F F u u F u u F u u u u          

β 1 β 1 β 1 2 β 1

1,1 1,0 0,1 1,1 0,2 0,1 0,2αβ(β 1) αβ , αβ(β 1) αβ ,...F u u u u u F u u u u         . 

Указанное обстоятельство имеет важное значение, если необходимо выписать явные 

формулы коэффициентов – появление источника (стока) значительно повышает громоздкость 

процедуры. Исключением является случай, когда β 1 : здесь , ,αi j i jF u . 

Перейдем теперь ко второму этапу доказательства. Перед построением мажорантной 

задачи последовательно сделаем в (5), (6) несколько невырожденных замен.  

Из постановки задачи следует, что существует фронт тепловой волны ([15]), т. е. 

замкнутая аналитическая кривая = ( ,φ),x a t  которая неявно задается равенствами 

= ( ,φ)( , ,φ) | = 0, (0,φ) = (0,φ).r a tu t r a R  (9) 

Пусть ( ,φ) = ( ,φ) ( ,φ)b t a t R t  – расстояние от линии = ( ,φ)x R t  до фронта тепловой 

волны. Введем новые независимые переменные 1τ, ,φs  

1τ = , = ( ,φ), φ = φ.t s r b t  (10) 

Задача (5), (6), (9) после замены (10) примет вид (индекс у третьей независимой 

переменной далее для простоты опущен): 

2

τ τ τ

1
= ,s s ss su b u R u uu u g G



 
    

 
 (11) 

= (τ,φ)(τ, ,φ) | = (τ,φ),s bu s f  (12) 

=0(τ, ,φ) | = 0,su s  (13) 

Краевые условия (6) и (9) преобразуются в равенства (12) и (13) соответственно.  

В задаче появилась дополниетльная функция b . Чтобы избавиться от нее, сделаем замену 

= (τ, ,φ)s s u  (14) 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

22 

 

 

Kazakov A. L. On the analytical construction of a heat wave for the nonlinear heat equation with a source in polar coordinates // 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2019. – Iss. 4. – P. 16–25. – DOI: 10.17804/2410-

9908.2019.4.016-025. 

 

которая является аналогом преобразования годографа. Подобные замены неоднократно 

прменялись в работах А.Ф. Сидорова и его учеников [6]. Можно видеть, что (14) меняет 

ролями неизвестную функцию u  и независимую переменную s . Краевые условия (12) и (13) 

примут вид: 

= (τ,φ)(τ, ,φ) | = (τ,φ),u fs u b  (15) 

=0(τ, ,φ) | = 0.us u  (16) 

Из равенства (15) можно выразить неизвестную функцию b  и подставить в уравнение (11), 

исключив тем самым данную функцию из рассмотрения. 

Далее введем новую независимую переменную =w u f , в результате чего линия 

=u f  становится новой координатной осью. Чтобы выразить τ через новые переменные, 

используем теорему о неявной функции и представим искомую функцию в виде частичного 

разложения в ряд Тейлора по степеням :u  

2

0 1( , ,φ) = ( ,φ) ( ,φ) ( , ,φ).s u w s w us w u p u w   

Здесь 0 0s   (16); 1s  – известная аналитическая функция, вид которой несущественен 

для целей доказательства, а p  – новая искомая функция. В итоге задача сводится к одному 

уравнению вида 

2 2

0 =0 1 =0 2 =0

2(1 σ) 4σ 1
( ,φ) | ( ,φ) ( | ) ( ,φ) ( | ) =

σ σ
u uu w u w uu wp up u p c w p c w u p c w u p

 
    

2 3

0 1 2 3= .h uh u h u h    

(17) 

Функции ic , = 0,1,2i  и 
jh , = 0,1,2,3j  удовлетворяют условиям леммы 2  из статьи [15]. 

Следовательно, уравнение (17) имеет единственное нетривиальное решение в виде 

формального ряда по степеням .u  Можно показать, что при выполнении мажорантных 

оценок 00 SP  , 11 cP  , 210

* cccc   и hjHj  , = 0,1,2,3j , задача  

2
* 0 1

2 3 =0 0 =0 12
= (1 ) , | = , | =uu u u u

H H
P c H uH P P P P

u u

  
    

  
 (18) 

является мажорантной для уравнения (17). Положив в уравнении (18) = 0u , найдем 

2 0uu u
P P


 . Далее, продифференцировав (18) по u  и разрешив выражение относительно uuuP , 

получим задачу типа Ковалевской с аналитическими входными данными, которая по теореме 

Коши-Ковалевской [19] имеет единственное аналитическое решение. Теорема доказана. 

 

Замечание 1. При ( ,φ) 0f t   исследование задачи существенно упрощается.  

В частности, решение в этом случае можно построить в виде ряда по степеням одной 

переменной r , а для построения мажорантной задачи достаточно сделать одну замену 
2

1( , ,φ) = ( ,φ) ( , ,φ)u t r ru t r U t r , где 1u  – некоторая известная функция. 
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Замечание 2. Поскольку рекуррентная процедура, использованная в ходе 

доказательства, вполне конструктивна, теорема не только обеспечивает существование 

аналитического решения рассмотренной задачи, но и доставляет алгоритм построения 

приближенных решений в виде отрезков ряда (7), которые, в частности, можно 

использовать в качестве тестовых примеров при проверке корректности результатов 

расчетов, выполненных другими методами [20]. 

4. Остановившаяся тепловая волна 

Условие (4) играет существенную роль при доказательстве теоремы и носит 

принципиальный характер, однако его невыполнение не обязательно влечет неразрешимость 

задачи. Покажем на конкретном примере, что может происходить в случае, когда оно не 

выполняется. Рассмотрим уравнение (1) в случае плоской симметрии: 

2 β1
= α ,

σ
t xx xu uu u u   (19) 

Граничное условие (3) также упростим: 

=( , ) | = 0.x Ru t x  (20) 

Несложно убедиться, что стандартная процедура построения решения в виде ряда 

возможна лишь при введении дополнительного краевого условия =0| = ( ) 0tu q x  , (0) = (0) = 0q q

. Вопрос о сходимости ряда, который получается в этом случае, пока открыт. Тем не менее можно 

утверждать, что задача (19), (20) имеет некоторые частные точные аналитические решения. 

 

Утверждение. Задача (19), (20) имеет следующие нетривиальные точные решения 

вида остановившейся (неподвижной) тепловой волны: 

1. При α = 0 : 
2

1

2 1

( )
( , ) = .

(2 4 / σ)( )

C x R
u t x

C C t



 
 

2. При β =1,α 0,α R : 
2

1

2 1

( )
( , ) = .

(2 4 / σ)( exp( α ) / α)

C x R
u t x

C t C



  
 

Здесь 1 2, 0C C   – const . 

 

Доказательство. Утверждение доказывается с помощью представления 1 2( , ) = ( ) ( )u t x v t v x  

(методом Фурье), после подстановки которого в исходную задачу получается система двух 

обыкновенных дифференциальных уравнений. Интегрирование последней дает искомые 

решения. 

Таким образом показано, что невыполнение условий теоремы может привести к тому, что 

фронт тепловой волны будет неподвижен. Подобные решения рассматривались, в частности,  

в работе [1]. 

5. Заключение 

Подводя итог исследования отметим, что в ходе него была доказана новая теорема 

существования и единственности решений типа тепловой волны для нелинейного уравнения 

теплопроводности с источником, которая обобщила ранее полученные результаты автора. 

Важной отличительной чертой теоремы является то, что она, помимо установления факта 

существования решения при выполнении определенных предположений, сформулированных  
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в условии, также позволяет строить приближенные решения по конструктивной рекуррентной 

процедуре. Рассмотрен также пример, который показывает, что при невыполнении условий 

доказанной теоремы возможна ситуация, когда тепловая волна существует, однако она  

не движется (остановившаяся тепловая волна). 
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Effect of doping in the Ni-Cu system on the structure formed under room-temperature high-

pressure torsion is studied, and the statistical analysis of the grain structure under steady-state  

deformation (saturation stage) is done. It is demonstrated that in all the alloys considered (with 10, 

34, and 90 at. % of Cu) there are two groups of crystallites, in one of which a pronounced effect  

of relaxation processes is observed, whereas in the other one they are not revealed. The ratio of the 

volume fractions of these groups depends on the alloy composition and, correspondingly, on its 

melting temperature. It is shown that the final average grain size is formed under the effect of dom-

inating crystallite group depending on the alloy melting temperature. The non-linearity in the crys-

tallite sizes and volume fractions of the crystallite groups dependently on the alloy composition  

is observed, indicating the noticeable effect of stacking-fault energy on the structure forming under 

the deformation. 

Keywords: copper, Ni-Cu alloys, stacking-fault energy, high-pressure torsion, submicrocrystalline 

structure, statistical analysis. 
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Исследовано влияние легирования в системе Ni-Cu на структуру при кручении под 

высоким давлением при комнатной температуре и произведен статистический анализ зерен-

ной структуры в стадии установившейся деформации (насыщения). Показано, что в сплавах 

всех рассмотренных составов (10, 34 и 90 ат. % Cu) присутствуют две группы кристаллитов, 

в одной из которых видно значительное влияние релаксационных процессов, а в другой они 

не проявляются. Соотношение объемных долей этих групп зависит от состава, и от темпера-

туры плавления. Определено, что итоговый средний размер формируется под влиянием до-

минирующей группы кристаллитов в зависимости от температуры плавления конкретного 

состава. Отмечена нелинейность в изменении размеров кристаллитов и объемных долей вы-

деленных групп в зависимости от состава сплава, что указывает на существенное влияние 

ЭДУ на формирующуюся при деформации структуру. 

Ключевые слова: медь; сплавы Ni-Cu, энергия дефектов упаковки, кручение под высоким 

давлением, субмикрокристаллическая структура, статистический анализ. 

1. Введение 

В настоящее время объемные металлические материалы с ультрамелкозернистой 

(УМЗ) структурой, полученной в результате интенсивной пластической деформации (ИПД), 

привлекают большое внимание исследователей, поскольку они обладают уникальными 

прочностными, пластическими, диффузионными и другими характеристиками [1, 2]. 

Одним из наиболее эффективных и широко используемых методов ИПД является 

кручение под высоким давлением (КВД) [3]. В то же время достижение наноструктурного 

состояния, в котором преобладают кристаллиты, разделенные высокоугловыми границами,  

с размерами менее 100 нм, не всегда реализуемо, поскольку наступает стадия насыщения, 

при которой рост степени деформации уже не приводит ни к дальнейшему измельчению 

структуры, ни к упрочнению материала [4, 5]. На стадии насыщения наступает равновесие 

между процессами генерации и аннигиляции дефектов кристаллической решетки. Ключевым 

процессом, ограничивающим измельчение кристаллической структуры, является миграция 

границ зерен [5], а наименьшие размеры зерен, достижимые при КВД, определяются прежде 

всего самим материалом – его кристаллической решеткой, температурой плавления и энер-

гией дефектов упаковки (ЭДУ) [4, 6]. 
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В многочисленных публикациях об эволюции структуры меди и никеля при КВД [7–15] 

представлено, что эти металлы способны деформироваться без разрушения даже при очень 

больших степенях деформации, в том числе в условиях низких температур. При этом авторы  

отмечают значительное влияние температуры на возможность формирования нанокристал-

лической структуры [9–11]. Другим фактором помимо температуры деформирования, оказы-

вающим существенное влияние на результирующую структуру при ИПД, является энергия 

дефектов упаковки (ЭДУ) [6, 16]. При высоких значениях ЭДУ доминирующую роль при 

формировании структуры играют дислокации и их подвижность [17, 18]. В материалах  

с низкой ЭДУ преобладает двойникование, и меньший размер зерна в одинаковых условиях 

ИПД наблюдается при более низкой ЭДУ [6, 16, 19].  

Наряду с ультрамелкозернистой структурой еще одним важнейшим фактором, влияю-

щим на результирующие свойства материалов, полученных ИПД, является присутствие в них 

так называемых «неравновесных» границ зерен, которые характеризуются избыточной энерги-

ей, повышенным свободным объемом и следовательно, дальнодействующими полями напря-

жений [20]. В ряде работ подтверждается, что состояние «неравновесных» (деформационно-

модифицированных) границ зерен после ИПД отличается от состояния границ рекристаллиза-

ционного происхождения в крупнозернистых материалах [21–25]. 

В недавних работах [26, 27] предложены новые подходы на основе аппарата матема-

тической статистики для анализа зеренной структуры в материалах, полученных ИПД, где 

показано, что наблюдаемые распределения могут содержать несколько наборов зерен с раз-

личными характеристиками. Это позволяет проводить глубокий анализ поведения выделен-

ных групп кристаллитов при изменении условий наблюдений, например при нагреве или из-

менении химического состава.  

Цель настоящей работы – расширить имеющиеся представления [28, 29] о сплавах си-

стемы Cu-Ni на основе анализа структуры, сформировавшейся на стадии насыщения. 

2. Материал и методика исследования 

Для исследований использовались сплавы системы Ni-Cu трех составов (10, 34 и  

90 ат. % Cu), а также поликристаллический никель чистотой 99,6 % и поликристаллическая 

медь марки М1, подвергнутые интенсивной пластической деформации. Исходные образцы 

диаметром 10 мм и толщиной 0,5 мм деформировались на 5 оборотов методом кручения под 

высоким давлением в наковальнях Бриджмена при комнатной температуре. Среднее давле-

ние осевого сжатия дисковых образцов составляло 6 ГПа, что надежно исключало проскаль-

зывание при кручении; угловая скорость вращения наковален 0,3 об./мин. Предварительные 

исследования показали, что при деформации на 5 об. для всех исследуемых сплавов достига-

ется стадия насыщения.  

Структуру деформированных образцов изучали в просвечивающих электронных мик-

роскопах JEM-200CX и Philips CM30 с последующей обработкой снимков с помощью про-

граммного комплекса SIAMS-600. При этом строились гистограммы распределения кристал-

литов по размерам. Число кристаллитов, по которым строились гистограммы, было не менее 

250, и погрешность определения среднего размера кристаллитов составляет при этом доли 

процента. 

3. Результаты исследования и их обсуждение 

Формирование структуры при ИПД, в том числе при использовании метода КВД,  

согласно многочисленным исследованиям [30–33], проходит по следующему механизму:  

с увеличением величины деформации происходит накопление дислокаций и их локализация 

в стенках ячеек с дальнейшим увеличением углов разориентации, что в дальнейшем приво-

дит к образованию УМЗ-структуры. Дальнейшая деформация ведет к активации ротацион-

ных мод, что обеспечивает наступление стадии насыщения, когда дальнейшее возрастание 
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величины деформации уже не приводит к существенным изменениям структуры. При этом 

определяющим фактором для фрагментации структуры является подвижность дислокаций, 

которая зависит от температуры деформации и ЭДУ. Для понижения температуры исполь-

зуют деформирование в жидком азоте [10, 11, 14], а для изменения ЭДУ, как правило, прибе-

гают к легированию [28, 29]. 

Ранее в работе [28] было рассмотрено формирование структуры на стадии насыщения 

в системе Cu-Ni в общем и не затрагивался детальный анализ формирующихся структур.  

В то же время в работах [26, 27] предложены подходы, позволяющие выделять отдельные 

группы кристаллитов, обобщенные определенными признаками, такими как средний размер 

зерна и величина разброса значений относительно его среднего значения. Было показано, что 

материалы, наноструктурированные методом КВД, в результирующей структуре могут 

иметь несколько групп кристаллитов с отличным друг от друга поведением при нагреве. 

Следовательно, можно говорить о различном состоянии границ зерен для данных групп кри-

сталлитов, поскольку именно их подвижность и определяет характер поведения кристалли-

тов при дальнейшем нагреве. Кроме того, в работе [3] показано, что при ИПД методом КВД 

на стадии насыщения возможна реализация механизма релаксации, заключающегося в пере-

стройке зеренной структуры путем движения уже сформированных межкристаллитных гра-

ниц непосредственно в процессе деформации. 

На рис. 1 представлены гистограммы распределения зерен по размерам для сплавов 

системы Ni-Cu с разложением на отдельные группы кристаллитов. 

Разделение по группам производилось на основе подхода, представленного в работе [27]. 

Группы кристаллитов аппроксимировались моделью, представленной в работе [26], следую-

щего вида: 

 
   

2

2

2

2

22

ln

2

1

2

11
S

Mxx

e
S

Be
x

Axf




















, (1) 

где 
2

2


 eM  – среднее значение для компоненты модели нормального распределения, 

рассчитанное из соответствующей величины для логарифмического нормального распреде-

ления; S – стандартное отклонение, также рассчитанное из соответствующей величины для 

логарифмического нормального распределения;  и  – соответственно среднее значение  

и стандартное отклонение для логнормального распределения; A и B – размерные факторы,  

определяющие вклад соответствующей компоненты. 

Результаты расчетов представлены на рис. 2. Обобщение выделенных распределений 

кристаллитов с отнесением к той или иной группе производилось из принципа плавного из-

менения всех определяемых характеристик в совокупности. 

При анализе полученных результатов необходимо учесть два важных фактора, влия-

ющих на результирующую структуру исследуемых составов. Так, при легировании никеля 

медью можно ожидать образование менее дисперсной структуры, поскольку гомологическая 

температура такого сплава повышается за счет значительно более низкой температуры плав-

ления легирующего элемента. В то же время с увеличением содержания меди ЭДУ сплава 

понижается, поскольку у меди ЭДУ почти в два раза ниже, чем у никеля, что должно влиять 

в противоположном направлении в сравнении с влиянием гомологической температуры. Та-

ким образом, результирующая структура будет зависеть от совокупности влияния обоих 

факторов. 

По результатам разложения можно выделить две отдельные группы кристаллитов,  

которые можно охарактеризовать не только разной объемной долей и средним размером  

для разных составов, но и характером их изменения в зависимости от состава.  
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а б 

 

в г 

 

д 

Рис. 1. Гистограммы распределения зерен по размерам для различных составов системы  

Cu-Ni после КВД на 5 оборотов при комнатной температуре с выделением отдельных  

групп зерен: а – Ni; б – Ni-10Cu; в – Ni-34Cu; г – Cu-10Ni; д – Cu 
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а б 

 

в г 

Рис. 2. Результаты расчетов величин модели, полученных из обработки гистограмм  

распределения зерен по размерам для сплавов различного состава системы Ni-Cu:  

где 1 и 2 – группы кристаллитов 

Если проследить изменения объемных долей групп от состава (рис. 2), то видно, 

что для крайней левой точки, отвечающей чистому Ni, отмечается доминирование груп-

пы 1 со средним размером кристаллитов 145 нм и небольшая доля группы 2 с размером 

кристаллитов около 90 нм. Для другой крайней точки, отвечающей чистой Cu, уже фик-

сируется доминирование группы 2, в то же время группы меняются местами по положе-

нию на графике зависимости среднего размера кристаллитов от состава. Средний размер 

кристаллитов группы 1 меняется незначительно и в крайней правой точке составляет 

157 нм, в то время как для группы 2 средний размер значительно возрастает и составляет 

274 нм. 

Это можно объяснить, если взять в рассмотрение склонность сплавов разного состава 

к прохождению релаксационных процессов. Так, для чистого Ni, имеющего значительно 

большую температуру плавления, проявление релаксационных процессов как во время де-

формации, так и после нее, как правило, не наблюдается [10–13]. В то же время для чистой 

Cu наблюдается существенное влияние релаксационных процессов на результирующую 

структуру [14]. В результате доминирующей для чистого Ni будет группа кристаллитов, не 

претерпевших релаксационных процессов, в то время как для чистой Cu доминирующей яв-

ляется группа кристаллитов, сформированных под влиянием релаксационных процессов, что 

согласуется с данными, полученными в работах [7, 14, 15 и др.]. Следовательно, выделенную 

группу 1 можно охарактеризовать как совокупность кристаллитов, не претерпевших релак-
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сационные процессы, а группу 2 – как кристаллиты, сформированные под существенным 

влиянием релаксационных процессов. При этом объемные доли этих групп изменяются в за-

висимости от состава и температуры плавления, что можно наблюдать на полученных зави-

симостях (рис. 2).  

Другую особенность, указывающую на различие выделенных групп кристалли-

тов, можно наблюдать на зависимостях среднего размера зерна. Для группы 2 характер-

но планомерное увеличение среднего размера кристаллитов с ростом содержания Cu, и, 

соответственно, снижения температуры плавления, в то время как для группы 1, сфор-

мированной кристаллитами без существенного влияния релаксационных процессов, от-

мечается незначительное изменение среднего размера вне зависимости от исследуемого 

состава. 

Также необходимо отметить нелинейность в изменении размера кристаллитов и 

объемных долей выделенных групп кристаллитов в зависимости от состава. Как отме-

чалось ранее [28], если бы на результирующие параметры структуры влиял только один 

параметр, например гомологическая температура, то средний размер и микротвердость 

изменялись бы в зависимости от состава линейно (по правилу смесей). Тот факт, что 

этого не происходит, свидетельствует о том, что на структуру влияет не только темпе-

ратура, но и ЭДУ, изменение которой в зависимости от состава может не подчиняться 

правилу смесей и быть нелинейным [29]. 

4. Заключение 

Исследовано влияние легирования в системе Ni-Cu на структуру, формирующуюся 

при кручении под высоким давлением в условиях комнатной температуры, и произведен ста-

тистический анализ зеренной структуры в стадии установившейся деформации (насыщения). 

Показано, что во всех рассмотренных составах присутствуют две группы кристалли-

тов, одна из которых сформирована из кристаллитов при значительном влиянии релаксаци-

онных процессов, а другая – зернами без значительного влияния релаксационных процессов. 

Соотношение объемных долей этих групп зависит от состава и, следовательно, от темпера-

туры плавления.  

Установлено, что итоговый средний размер формируется под влиянием доминирую-

щей группы кристаллитов в зависимости от температуры плавления конкретного состава. 

Чем ниже температура плавления, тем больше объемная доля, сформированная кристалли-

тами при значительном влиянии релаксационных процессов, и тем больше итоговый средний 

размер, рассчитанный по всем кристаллитам. 

Отмечена нелинейность в изменении как размера кристаллитов, так и объемных долей 

выделенных групп кристаллитов в зависимости от состава сплава. Это указывает не только 

на влияние температуры плавления, но и существенное влияние ЭДУ, изменение которой в 

зависимости от состава может не подчиняться правилу смесей и быть нелинейным, что сле-

дует учитывать при создании сплавов с заданным комплексом свойств. 
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The preparation of alloys with different carbon concentrations by diffusion annealing  

in a carburizing atmosphere using pure nickel (RRR at a level of 400) and homogenizing annealing 

in high vacuum is discussed. The installation scheme is described. The possibility of uniform car-

bon doping of samples and material in the form of 0.2 to 0.5 mm thick foils is shown in a wide 

range of concentrations (0.005 to 0.5 at. %). 

Carburizing annealing is carried out in an atmosphere of pure helium passed through a tita-

nium getter with the addition of acetone vapor, which decomposes in the furnace and leads to coat-

ing the surface of the samples with carbon, which is a diffusion source. By choosing different tem-

peratures and annealing times, various carbon concentrations or diffusion zones with known param-

eters can be obtained. The removal of surface layers in a polishing etchant after saturation and sub-

sequent homogenizing annealing at high temperatures in high vacuum allow one to obtain a uniform 

distribution of carbon and a selected concentration. 

Keywords: alloying, carbon, nickel, diffusion, carburization, homogenization. 
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Описано получение сплавов с различной концентрацией углерода путем проведения 

диффузионных легирующих отжигов в карбюризирующей атмосфере на примере чистого 

никеля (RRR на уровне 400) и гомогенизирующих отжигов в высоком вакууме. Описана 

схема установки. Показана возможность равномерного легирования углеродом образцов  

и материала в виде фольг толщиной на уровне 0,2–0,5 мм в широком диапазоне концентра-

ций – (0,005–0,5) ат. %.  

Карбюризирующий отжиг проводится в атмосфере чистого гелия пропущенного через 

титановый геттер с добавлением паров ацетона, разлагающегося в печи и приводящего к по-

крытию поверхности образцов углеродом, который является диффузионным источником.  

За счет выбора различных температур и времени отжига можно получать различные концен-

трации углерода получать диффузионные зоны с известными параметрами. Удаление по-

верхностных слоев в полирующем травителе после насыщения и последующий гомогенизи-

рующий отжиг при высоких температурах в высоком вакууме позволяют получать равно-

мерное распределение углерода и выбранную концентрацию. 

Ключевые слова: легирование, углерод, никель, диффузия, карбюризация, гомогенизация. 

1. Введение 

При проведении исследований на сталях и сплавах по определению роли примесей  

в различных процессах, идущих при внешних воздействиях (облучение, деформация, терми-

ческие процедуры и др.), часто возникает необходимость использовать образцы с известной 

концентрацией легирующей примеси при ее варьировании в широких пределах. При получе-

нии таких сплавов для чистоты эксперимента необходимо избежать или уменьшить до ми-

нимума проникновение в исследуемые образцы других примесей. Углерод является широко 

распространенной примесью в сталях и сплавах на основе никеля и железа и проникает  

в металл под действием различных термических процедур благодаря высокой диффузионной 

подвижности и хорошей растворимости. Поэтому часто возникает вопрос о его влиянии на 

изучаемые процессы. 

В работе описана методика диффузионного приготовления сплавов Ni-C из чистого 

никеля (RRR на уровне 400) в виде фольг толщиной 0,2–0,5 мм в широком диапазоне кон-

центраций (0,005–0,5) ат. %. При этом проводится отжиг в карбюризирующей атмосфере, 

позволяющий провести легирование образцов до уровня предела растворимости углерода 

либо получение вблизи поверхности образцов диффузионной зоны, насыщенной углеродом, 
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с последующим удалением части этой зоны и гомогенизацией оставшегося углерода в объеме 

образца путем отжига в высоком вакууме. 

2. Установка для легирования 

Установка для насыщения углеродом путем его осаждения на поверхности образцов 

при термическом разложении паров ацетона представлена схематически на рис. 1.  

 

 

Рис. 1. Схема установки для карбюризирующего отжига. Кварцевая труба (1);  

печь (2); склянка Тищенко с ацетоном (3); титановый геттер (4);  

азотная ловушка (5); кислородомер (6) 

Она представляет кварцевую трубу (1) с размещенными в ней образцами или пласти-

нами исследуемого материала, помещенную в печь (2), с подведенной магистралью гелия 

или другого инертного газа, очищенного титановым геттером (4). Газ проходит через склян-

ку Тищенко с ацетоном (3) либо мимо нее. Это определяется системой вентилей. На выходе 

из кварцевой трубы газ проходит через азотную ловушку (5) для отделения остатков углево-

дородов и кислородомер «Циркон–М» (6) для контроля работы титанового геттера. Первона-

чально гелий направляется по байпасной линии (мимо склянки Тищенко) до установления 

режима работы геттера очищающего гелий от кислорода и других газов, что контролируется 

по концентрации кислорода в пропускаемом газе. Скорость прокачки гелия около 0,5 л/мин. 

При нагревании кварцевой трубы до необходимой температуры (выше температуры разло-

жения ацетона, около 870 К) с помощью вентилей поток очищенного газа перенаправляется 

через склянку Тищенко, где насыщается парами ацетона. Попадая в кварцевую трубу, ацетон 

разлагается с образованием мелкодисперсного углерода (сажи), который оседает на стенках 

трубы и на легируемых образцах, образуя тем самым углеродное покрытие, которое является 

диффузионным источником, по всей их поверхности. После окончания отжига оставшийся 

на поверхности образцов углерод легко удалить водой с моющим средством. Последующее 

электрохимическое удаление поверхностных слоев завершает очистку поверхности. 

3. Эксперименты и результаты 

Легирование может быть проведено двумя способами.  

1. Насыщение углеродом до уровня равновесной концентрации, который определяется 

температурой отжига. При этом предел растворимости углерода в никеле, согласно выраже-

нию [1]: 

𝐶С(ат. %) = 60,657 exp (−
5160

𝑇
), (1) 
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где СС – предел растворимости углерода в никеле при температуре T. Длительность отжига 

определяется из условия приблизительного завершения равномерного распределения угле-

рода по образцу: 

√𝐷𝑡 > 𝑙, (2) 

где l – толщина образца; t – время легирующего отжига; D – коэффициент диффузии углеро-

да в никеле при температуре T, согласно выражению [2] (см
2
/сек): 

𝐷 = 2,5 exp(−
20 100

𝑇
). (3) 

 

 

Рис. 2. Зависимость растворимости углерода в никеле [1] (сплошная линия);  

и экспериментально полученные значения (круглые точки) при насыщении первым  

способом; экстраполяция зависимости к низким температурам (пунктирная линия) 

На основании этой зависимости был построен график (рис. 2).  

Например, для получения концентрации углерода 0,5 % по этому способу образцы 

толщиной около 200 мкм насыщались углеродом при температуре 1090 К в течении 5 ч.  

Для получения низких концентраций углерода этот способ мало пригоден, поскольку 

соответствующие температуры отжига существенно ниже и при этом сильно увеличивается 

необходимое время отжига. 

2. Для приготовления сплавов с более низкими концентрациями (меньше 0,1 %)  

насыщение проводилось вторым способом, который заключается в создании диффузионной 

зоны углерода в районе поверхности образца при карбюризирующем отжиге выше 870 К  

с последующим удалением поверхностного слоя рассчитанной толщины путем полирующего 

электрохимического травления.  
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Рис. 3. Схематическое изображение получающегося при насыщении углеродом  

диффузионного профиля у поверхности никеля и удаляемого травлением  

поверхностного слоя 

При этом в образцах оставалось некоторое количество углерода в приповерхностных 

областях. В дальнейшем образцы отжигались при температурах в интервале 1000–1100 К  

в безмасляном вакууме лучше чем 10
–5

 Па для создания гомогенного распределения угле-

рода. На рис. 3 представлен график получающегося при насыщении углеродом диффузи-

онного профиля. На поверхности образцов концентрация углерода равна пределу раство-

римости СС при температуре отжига. Варьируя температуру и время легирующего отжи-

га, можно получать различные диффузионные зоны у поверхности. Диффузионный про-

филь для одномерной диффузии из плоского источника легко получить из известных 

формул. Изменяя толщину стравливаемого с поверхности слоя и производя после этого 

гомогенизирующий отжиг в вакууме, можно получать различные концентрации углерода 

Cкон. Так, например, для получения сплава Ni + 0,05 ат. % C образцы толщиной 350 мкм 

отжигали в установке (рис. 1) при Т = 910 К, 15 мин, а толщина удаляемого после этого 

слоя путем электрохимического травления составляла 100 мкм. Скорость удаления слоев 

при травлении легко оценить из результатов предварительных оценочных опытов кон-

кретно на имеющейся электрохимической ячейке. 

В данной работе концентрация углерода в никеле после гомогенизации определялась 

методом измерения остаточного электросопротивления. В работе [3] был определен вклад 

углерода в электросопротивление никеля при гелиевой температуре как (3,48±0,06) мкОм·см. 

Для оценок, при условии отсутствия загрязнения, это позволяет успешно и оперативно кон-

тролировать процессы насыщения. Для более точного установления концентрации углерода 

необходимо учитывать отклонение от правила Матиссена [3]. Естественно, что для коррект-

ных процедур насыщения необходимо проведение контрольных отжигов, исключающих этап 

насыщения углеродом. Такие отжиги в нашем случае для чистого никеля давали отношение 

электросопротивлений на уровне 200–300, что соответствует отсутствию загрязнений выше 

0,005 ат. % углерода. 

Метод применим для насыщения углеродом также и других металлов и сплавов,  

в которых углерод достаточно подвижен и известны параметры диффузии и раствори-

мость углерода. 
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An exact solution describing a convective unidirectional flow of a viscous incompressible 

fluid is obtained. The motion takes place in an infinite layer of some finite thickness. The fields  

of velocity, temperature, and pressure are time-independent. The resulting exact solution is a poly-

nomial of various orders along the vertical (transverse) coordinate. A boundary value problem  

is formulated for the exact solution constructed. On the absolutely solid lower boundary of the fluid 

layer, the Navier slip condition and heating are specified. On the upper (free) surface, nonzero tan-

gential stresses and pressure along the longitudinal coordinate are set. The temperature at the upper 

boundary is assumed to be zero. The obtained particular exact solution of the boundary value prob-

lem for the velocity function is analyzed. It is shown that, in the fluid layer under consideration, the 

velocity can have up to two stagnation points, which indicates the occurrence of countercurrent 

zones. The nonzero component of the vorticity vector and the tangential stress are analyzed. It is 

shown that the vorticity vector can change its sign in the fluid layer up to two times and that the 

tangential stress can change from tensile to compressive as many times. 

Keywords: exact solution, counterflow, stagnation point, Navier slip condition, vorticity vector. 
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Получено точное решение, описывающее конвективное однонаправленное течение 

вязкой несжимаемой жидкости. Движение происходит в бесконечном слое некоторой конеч-

ной толщины. Поля скорости, температуры и давления не зависят от времени. Полученное 

точное решение представляет собой полиномы различных порядков по вертикальной (попе-

речной) координате. Для построенного точного решения сформулирована краевая задача. На 

нижней, абсолютно твердой границе слоя жидкости задается условие проскальзывания Навье 

и нагрев. На верхней (свободной) поверхности задаются ненулевые касательные напряжения 

и переменное по продольной координате давление. Температура на верхней границе полага-

ется равной нулю. Проанализировано полученное частное точное решение краевой задачи 

для функции скорости. В рассматриваемом слое жидкости скорость может иметь до двух за-

стойных точек, что говорит о возникновении зон противотечений. Проанализированы нену-

левая компонента вектора завихренности и касательное напряжение. Показано, что вектор 

завихренности может менять свой знак в слое жидкости до двух раз, а касательное напряже-

ние столько же раз может меняться с растягивающего на сжимающее. 

Ключевые слова: точное решение, противотечение, застойная точка, условие проскальзы-

вания Навье, вектор завихренности. 

1. Введение 

При моделировании технологических процессов, включающих движение сплошных 

сред, возникает потребность в описании течения жидкостей и газов. В случае, когда иссле-

дуемые среды можно считать несжимаемыми, удобным инструментом описания движения 

является уравнение Навье-Стокса и его приближения. Эти уравнения весьма сложны для 

интегрирования по причине сильной нелинейности, что влечет за собой наиболее частое 

использование аппарата численных методов нахождения решений [1‒3]. Тем актуальнее 

становится задача отыскания точных решений для описания движения вязких несжимае-

мых сред. Не стоит также забывать, что именно точные решения позволяют наиболее ре-

зультативно оценивать области применимости гидродинамических моделей и являются не-

обходимым инструментом для апробации и тестирования асимптотических, приближенных 

и численных методов. 

В свое время для интегрирования уравнений Навье-Стокса были предложены классы 

точных решений [4]. Одним из наиболее часто используемых классов является класс реше-

ний Линя [5]. Изначально эта методика была предложена для решения задач магнитной гид-
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родинамики. В этом семействе решений гидродинамические поля описываются функциями, 

линейными по части горизонтальных координат. В дальнейшем класс Линя дал возможность 

строить классы решений также для конвективных [6, 7] и термодиффузионных [8] задач. 

Отдельный интерес при изучении движения вязкой несжимаемой жидкости вызывают 

градиентные течения, или течения Пуазейля [9, 10] с различными модификациями [11‒15]. 

Это связано с достаточно высоким практическим применением такой модели в науке, техни-

ке, медицине и биологии. В частности, продольным изменением давления в канале или меж-

ду плоскостями сопровождаются такие процессы, как движение крови по сосудам [16‒18], 

процесс функционирования молочной железы в период лактации [19], а также для иденти-

фикации моделей биотканей [20, 21]. 

При рассматрении классов решений, описывающих движение вязкой несжимаемой 

жидкости, отдельным важным моментом является выбор граничных условий для формули-

рования краевых задач, возникающих в каждой отдельной модели течения сред. Длительное 

время при задании поля скорости жидкости на границе соприкосновения с твердой стенкой 

было принято задавать условие прилипания (нулевых скоростей) [22]. В последние десятиле-

тия эта тенденция стала стремительно меняться в связи с развитием технологий, основанных 

на более микроскопическом уровне изучения области соприкосновения жидкости и ограни-

чивающей ее поверхности [23‒26]. Таким образом, все чаще в практических задачах стали 

рассматриваться условие проскальзывания и, как частный идеализированный случай, усло-

вие идеального скольжения [23, 27‒30]. 

В работе предложено точное решение, относящее к классу, линейно зависящих  

от части координат. Краевая задача описывает конвективное однонаправленное течение слоя 

вязкой несжимаемой жидкости и включает задание условия проскальзывания на поверхности 

контакта жидкости с твердой поверхностью, а также ненулевых касательных напряжений  

на свободной поверхности. 

2. Постановка задачи 

Рассматриваем конвективное однонаправленное течение бесконечного слоя вязкой 

несжимаемой жидкости. Система уравнений, описывающая такое движение в векторном ви-

де, включает уравнение Навье-Стокса в приближении Буссинеска, уравнение теплопровод-

ности и уравнение несжимаемости [31]: 

 ,
d

P T
dt

       
V

V V V g ; (1) 

T T  V ; (2) 

0. V  (3) 

Здесь    , , , ,0,0xt x y z VV  ‒ вектор скорости и его проекции на оси декартовой си-

стемы координат; P  – отклонение давления от гидростатического, отнесенное к постоянной 

средней плотности жидкости  ; g  – вектор ускорения свободного падения;   – температур-

ный коэффициент объемного расширения жидкости; T  – отклонение от средней температу-

ры;  ,   – коэффициенты кинематической вязкости и температуропроводности жидкости 

соответственно. Оси декартовой системы координат расположены таким образом, что тече-

ние жидкости происходит в направлении оси Ox . Ось Oz  направлена перпендикулярно 

направлению движения от нижней твердой границе слоя к верхней свободной поверхности. 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

49 

 

 

Privalova V. V. and Prosviryakov E. Yu. The effect of tangential boundary stresses on the convective unidirectional flow  

of a viscous fluid layer under the lower boundary heating condition // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials  

and structures. – 2019. – Iss. 4. – P. 44–55. – DOI: 10.17804/2410-9908.2019.4.044-055. 

 

Полагаем, что движение жидкости установившееся, т. е. поля скорости, температуры 

и давления не зависят от времени. Таким образом, система уравнений (1)–(3) в проекциях  

на оси декартовой системы координат с учетом принятых допущений принимает вид: 

2

2

xV P

z x

 
 
 

; 0
P

y





; 

P
g T

z


 


; 

2 2 2

2 2 2x

T T T T
V

x x y z

    
    

    
; 0xV

x





. 

(4) 

Решение системы уравнений (4) ищем в следующем виде [32‒35]: 

 xV U z ;   0yV  ; 0zV  ; 

   0 1P P z xP z  ;    0 1T T z xT z  . 

(5) 

Подставляем класс точных решений (5) в систему уравнений (4). С учетом того, что 

все искомые функции U , 0P , 1P , 0T , 1T , в принятом виде решения (5) зависят только от вер-

тикальной (поперечной) координаты z , будем обозначать все производные по этой перемен-

ной штрихом. Используем метод неопределенных коэффициентов  и получаем следующую 

систему уравнений записанную в порядке дальнейшего интегрирования: 

1 0T   , 
1 1P g T   , 

1U P  ;  0 1T UT  , 
0 0P g T   . (6) 

Система (6) состоит из пяти дифференциальных уравнений для определения пяти  

неизвестных функций. 

3. Общее решение системы уравнений 

Общее решение системы уравнений (6) записываем в следующем виде: 

1 1 2T C z C  ;  11 2 32
2

g
zCP C z C


  ;  

 
3 2

1 2 3 4 54
4! 2

g z z
zC C CU C z C


   

 
 ;  

   
5 4

2 2 2 3
1 1 2 2 20 15 35 42 3 5

7! 5!

g z z C
z C zC C C zCT C


    

 




 
2

2

1 4 2 5 2 4 1 5 6 7

2
6 2

4!

z
z C C C C z C C C C zC C       

; 

   
2 2 6 5

2 22 3
0 1 2221 1

3
5 40 56 2

8! 6!

g z z C
z C zC C C g zC CP


     

 

 

 
3

2 2

1 4 2 5 2 4 1 5 6 7 8

1
2 20 5

5! 2

z
z C C C C z C C C C z C zC C


         

. 

(7) 

Здесь постоянные интегрирования iC   1,8i   определяются заданием граничных  

условий. 
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4. Точное решение краевой задачи с условием проскальзывания Навье и нагревом 

 на нижней границе 

Находим частное точное решение для системы уравнений (6). Для этого записываем 

граничные условия для рассматриваемого слоя жидкости. Полагаем нижнюю границу беско-

нечного горизонтального слоя жидкости, задаваемого уравнением 0z  , абсолютно твердой 

и неподвижной. На нижней границе задан нагрев и условие проскальзывания Навье [23, 24, 

27, 36, 37]. На верхней (свободной) поверхности, определяемой уравнением z h , заданы 

ненулевые касательные напряжения и переменное по продольной координате x  давление. 

Температура на верхней границе равна отсчетному нулевому значению. Таким образом, гра-

ничные условия можно записать в следующем виде: 

 0T Ax ;  
0

0x
x

z

V
V

z 


 


;    0T h  ;    0 1P h S S x  ;  
x

z h

V

z 


 


. (8) 

С учетом структуры (5) выбранного обобщенного класса решений граничные условия 

(8) для решения краевой задачи можно переписать в следующем виде: 

 0 0 0T  ;  1 0T A ;  
0

0
z

U
U

z 


 


; 

   0 1 0T h T h  ;  0 0P h S ;  1 1P h S ; 
z h

U

z 


 


. 

(9) 

Здесь   ‒ размерный коэффициент проскальзывания (длина проскальзывания). 

С учетом граничных условий (9) постоянные интегрирования iC   1,8i   для общего 

решения (7) вычисляются следующим образом: 

1

A
C

h
  ; 2C A ; 3 1

1

2
C Agh S    ; 

 2

4 16 6
6

1
C Ah g hS    


;   2

5 16 6
6

C Ah g hS


   


; 

     
2 3 2

6 1 17 105 84
126 3 1260

A h g Ah Ah
C h S Shh

 
        

  
; 7 0C  ;  

     
2 5 2 2 3

8 0 1 111 56 4 3
8064 24 10

A h g Ah g h
C S h hS hS

   
              

. 

(10) 

Подставляем полученные выражения постоянных интегрирования (10) в общее реше-

ние (7) и получаем частное точное решение краевой задачи (6), (9) в виде полиномов: 

1 1
z

T A
h

 
  

 
;  2 2

1 1 2
2

Ag
P S z hz h

h


  ; 

     2 4 3 2 2 31 2 4 6 4
2 24

S Ag
U z h z z hz h z h z z

h

 
                   

; 

   2 2 4 3 2 2 3 4

20 2 3 4 7 2 3 14 4
1008

Az
h hz z Ag z hz h z h z h

h
T            

 

(11) 
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     3 2 3 4 2 3 4 51
1168 2 8 20 15 3

12 10

A S
h hS z h hz z h z h z hz z

h

 
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; 

 
2 2 2

8 6 2 4 4 3 5 2 6 7 8

0 20 11 32 56 56 28 8
8064

A g
S h h z h z h z h z hz zP

h


      


 


 

    
2 2 2 2

12 6 6
144

A g
h z h hz z Agh hS

h

 
        


 

     
2 3 2 2 3 4 3 2 2 3 4

12 2 4 2 3 6 4
240

Ag
h z h h z hz z h h z h z hz z S

h


         


 
 

. 

Полученные полиномы имеют степени от первой (функция 1T  ‒ частная производная 

от температуры по продольной координате x ) до восьмой (функция 0P  ‒ однородная состав-

ляющая давления). 

5. Анализ поля скоростей 

Проведем анализ полученной компоненты скорости U . Исследуем возможность су-

ществования нулевых (застойных) точек функции скорости U  и их количество в слое жид-

кости при изменении вертикальной переменной  0;z h . 

Скорость определяется взаимодействием трех потоков: потока, вызванного перепадом 

давления (пуазейлевского потока); потока, вызванного нагревом/охлаждением и действием 

силы тяготения (термогравитационного потока); потока, возникающего под действием каса-

тельного напряжения на верхней границе слоя жидкости (ветровой поток).  

Представим функцию скорости U в следующем виде: 

1
1 2 3

2 24

S Ag
U f f f

h

 
  

  
. (12) 

Здесь исследуемые функции 1f , 2f  и 3f , зависимые от переменной выражают следу-

ющие полиномы: 

 2

1 2f z h z   ; 

 4 3 2 2 3

2 4 6 4f z hz h z h z     ; 

3f z  . 

Для нахождения застойных точек скорости U  в рассматриваемом слое жидкости про-

анализируем сначала возможность существования нулевых точек у составляющих 1f , 2f   

и 3f . Функция 1f  обращается в нуль при 
2 2z h h h    . Для того чтобы найденные  

нулевые точки принадлежали рассматриваемому слою, необходимо выполнение следующего 

двойного неравенства: 

2
0 1h h h

h


    . (13) 
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Полученное неравенство (13) не выполняется ни при каких положительных   и h . 

Следовательно, функция 1f  не имеет корней на интервале  0;h . 

Аналогично исследуем возможность существования корней у функции 2f . Функция 

2f  обращается в нуль при 
4 4 34z h h h    . Найденные значения переменной z  принад-

лежат интервалу  0;h  при выполнении следующего двойного неравенства: 

4
4

0 1h h h
h


    . (14) 

Полученное неравенство (14) также не выполняется ни при каких положительных   и 

h . Следовательно, функция 2f  не имеет корней на интервале  0;h . 

Функция 3f  на интервале  0;h  всюду положительна и не принимает нулевых значе-

ний. 

Исследуя совместное влияние трех потоков, вызванных перепадом давления, нагре-

вом/охлаждением и действием касательного напряжения на функцию скорости получено, что 

функция скорости U  при определенном подборе параметров, заданных на границе, может 

иметь до двух застойных точек на рассматриваемом интервале  0;h . Профиль функции ско-

рости U  при двух застойных точках представлен на рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Профиль функции скорости U  при следующих значениях параметров:  

v = 10
–6

 м
2
/с; g = 9,8 м/с

2
; 

41,82 10    1/К; h = 10 м; 41,7 10A    ;  
610   м/с

2
; 7

1 4,7 10S     м/с
2
 

5. Исследование касательных напряжений и завихренности 

Исследуем вектор завихренности  , ,x y z     и касательные напряжения полу-

ченного частного точного решения (11). В случае однонаправленного течения только одна 

компонента вектора завихренности отлична от нуля. Записываем выражение ненулевой ком-

поненты 
y  и соответствующее ей касательное напряжение, определяемые частной произ-

водной компоненты скорости: 
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x
y xz

V

z


   


. (15) 

Таким образом, для полученного частного точного решения ненулевая компонента 

вектора завихренности 
y  имеет вид: 

   3 2 2 3

14 12 12 4
4

1

2
y

Ag
h h z hz z z h S

h


 

 
   

 
 


. 

На рис. 2 представлен профиль компоненты завихренности 
y  при тех же значениях 

параметров, при которых на рис. 1 изображен профиль скорости с двумя застойными точка-

ми на интервале  0;h . Как видно, компонента завихренности 
y  дважды в слое жидкости 

меняет знак на противоположный. 

 

 

Рис. 2. Профиль компоненты завихренности 
y  при следующих значениях параметров:  

v = 10
–6 

м
2
/с; g = 9,8 м/с

2
; 

41,82 10    1/К; h = 10 м; 41,7 10A    ;  
610   м/с

2
; 7

1 4,7 10S     м/с
2
 

Учитывая зависимость (15) можно сделать заключение о том, что касательное напря-

жение xz  на интервале  0;h  может меняться с растягивающего на сжимающее до двух раз. 

6. Заключение 

Получено точное решение для конвективного однонаправленного течения вязкой не-

сжимаемой жидкости. В предложенном решении поле скорости рассматривалось как одно-

родный по продольным координатам полином, зависящий только от вертикальной (попереч-

ной) координаты. Поля температуры и давления представлены полиномами с неоднородной 

частью по горизонтальной (продольной) координате. Для предложенного вида точного  

решения решена краевая задача и проанализировано полученное поле скоростей. Показано, 

что в рассматриваемом слое жидкости скорость может иметь до двух застойных точек.  

В этих же точках вектор завихренности меняет знак на противоположный, а касательное 

напряжение трансформируется из растягивающего в сжимающее или наоборот.  
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