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A linear-elastic body is considered, in which a chemical reaction localized at the front  

is maintained, supported by the diffusion of the gaseous component through the layer of the newly- 

formed material. The comparative influence of mechanical stresses on the kinetics of the chemical 

reaction front is studied by taking into account the contribution of stresses to the surface reaction 

rate through the chemical affinity tensor and to the diffusion process through various stress depend-

ences of the diffusion coefficient. As an example, the propagation of the centrally symmetric and 

axisymmetric reaction fronts in various boundary-value problems is considered with the use of dif-

ferent diffusion models. 
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Рассматривается линейно-упругое тело, в котором протекает локализированная на 

фронте химическая реакция, поддерживаемая диффузией газообразной компоненты через 

слой образующегося материала. Исследуется сравнительное влияние механических 

напряжений на кинетику фронта химической реакции посредством учета вклада напря-

жений в скорость поверхностной реакции через тензор химического сродства и в диффу-

зионный процесс через различные зависимости коэффициента диффузии от напряжений.  

В качестве примера рассматривается распространение центрально-симметричного и осе-

симметричного фронтов реакции в различных краевых задачах при использовании разных 

моделей диффузии. 

Ключевые слова: механохимия, тензодиффузия, неравновесная термодинамика. 

1. Введение 

Взаимосвязи между химическими реакциями и механическими напряжениями, возни-

кающими в деформируемых твердых телах, представляют интерес как для фундаментальной 

науки, так и для инженерных приложений. В этой статье рассматривается влияние механиче-

ских напряжений на кинетику химической реакции между твердой и газообразной компо-

нентами: 

* * ,n B n B n B      (1) 

где B и B  – твердые компоненты; *B  – газовая компонента; *, ,n n n   – стехиометрические 

коэффициенты. Полагаем, что реакция локализована на фронте реакции Г, которая разделяет 

области, занятые исходными и трансформированными материалами. Реакция поддерживает-

ся диффузией газовой компоненты *B  извне к поверхности химической реакции сквозь обра-

зовавшийся материал. Таким образом, реакция включает два процесса – объемную диффу-

зию газа через трансформированный материал и саму химическую реакцию. Оба процесса 

могут зависеть от механических напряжений. Влияние внешних и внутренних напряжений 

на кинетику фронта реакции было исследовано многими учеными, которые впоследствии 

представили различные модели. Например, Као [1, 2] начал моделировать напряжения в ци-

линдрических структурах и постулировал связь между скоростью реакции и компонентой 

радиального напряжения. Через год Сутарья и Олдхэм [3] представили более конкретную 
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модель: они эмпирически связали нормальные напряжения nn  и давление p с двумя величи-

нами, параметром скорости поверхностной реакции *k  и коэффициентом диффузии D в рам-

ках экспоненциального подхода Больцмана, а именно: 

* 0 0( )exp , ( )exp ,nn k dV pV
k k T D D T

kT kT

   
     

   
 (2) 

где 0k  и
0D  – зависящие от температуры параметр скорости поверхностной реакции и коэф-

фициент диффузии; k  – постоянная Больцмана; T – абсолютная температура; ,  k dV V  – под-

гоночные коэффициенты, имеющие размерность объема. Отметим, что данные зависимости 

параметров от напряжений были введены эвристически. Выбор параметров моделей был ос-

нован на корректировке теоретических результатов и экспериментальных данных по кинети-

ке окисления.  

Влияние механических напряжений на процесс диффузии также учитывалось через 

введение в уравнение диффузии дополнительных членов, зависящих от напряжений [4–8]. 

Эти дополнительные члены обычно зависят от изменения объема или жесткости твердого 

материала, либо от концентрации газа [9, 5]. Иной подход для учета влияния напряженно-

деформированного состояния на фронте химической реакции на скорость распространения 

фронта был представлен недавно в рамках теории рациональной механики сплошных сред 

[10–14]. Он основан на рациональном выводе выражения для тензора химического сродства, 

что позволило естественным образом получить зависимость скорости распространения от 

напряжений. 

В данной работе исследуется сравнительное влияние напряжений на кинетику фронта 

химической реакции посредством учета вклада напряжений в тензор химического сродства и 

коэффициент диффузии. В рамках первого подхода напряжения влияют на распространение 

фронта химической реакции, так как они появляются в выражении для химического сродства 

и в соответствующем кинетическом уравнении, которое связывает химическое сродство с 

скоростью реакции. Второй подход сводит задачу распространения фронта химической ре-

акции под напряжением к задаче диффузии с правильным выбором диффузионной модели и 

зависимыми от напряжения параметрами модели. Поскольку выражение для тензора хими-

ческого сродства было получено в предположении, что трансформированный материал вы-

ступает в качестве жесткого каркаса для диффундирующего газового компонента и газ до-

полнительных деформаций скелета не вызывает, мы не будем рассматривать дополнитель-

ные члены в уравнении диффузии и сосредоточимся только на зависимости коэффициента 

диффузии от напряжений.  

Обычно в моделях зависимой от напряжений диффузии используется скалярная ха-

рактеристика тензора напряжений. Эта характеристика может быть определена по-разному, 

например, как давление, как нормальное напряжение, как интенсивность сдвиговых напря-

жений и др. В настоящей работе предложена связь коэффициента диффузии с тензором 

напряжений деформации материала, через который происходит диффузия, что приводит к 

модели тензорной диффузии. 

Используя модель химического сродства вкупе с разными диффузионными моделями, 

исследуем кинетику распространения фронта химической реакции в различных краевых за-

дачах. Распространение химической реакции при постоянном коэффициенте диффузии срав-

нивается с результатами, полученными при использовании эмпирического коэффициента 

диффузии и введенного коэффициента тензодиффузии, что позволяет исследовать, как учет 

зависимости диффузии от напряжений влияет на распространение фронта химической реак-

ции, и оценить диапазон внешних нагрузок, для которых зависимостью коэффициента диф-

фузии от напряжений можно пренебречь и считать его постоянным. 
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2. Постановка задачи и методы решения 

2.1. Химическое сродство и кинетика химической реакции 

В классической химии скорость реакции определяется химическим сродством реак-

ции, которое является комбинацией химических потенциалов, участвующих в химической 

реакции компонент: 

k k kA n M   , (3) 

где k  – относительный (на единицу массы) химический потенциал k-й компоненты; 

kM – молярная масса, стехиометрический коэффициент kn входит в сумму со знаком «+»,  

если k-я компонента производится в результате реакции, и со знаком «–», если расходуется. 

Химическое сродство широко используется в термодинамической теории химических реак-

ций. В частности, в [16] было предложено следующее кинетическое уравнение для скорости 

химической реакции в зависимости от химического сродства: 

* 1 exp
A

k c
RT


  

    
  

. (4) 

Здесь   – скорость химической реакции; *k – кинетическая константа (параметр реак-

ции); 8,31R   – универсальная газовая постоянная; T – температура; c – молярная концен-

трация газовой компоненты реакции. 

В случае химических реакций в газах и жидкостях, где напряжения определяются 

скалярной величиной – давлением, химический потенциал также является скалярной вели-

чиной. В случае твердых реагирующих компонент химический потенциал становится тензо-

ром. В результате изучения фазового равновесия было показано [10], что тензор химического 

потенциала для твердой компоненты определяется тензором энергии-импульса Эшелби.  

В работе [12] выражение для тензора химического сродства было получено как результат 

анализа уравнений баланса массы, импульса и энергии, а также неравенства энтропии, кото-

рое было записано для химической реакции между газовой и твердыми компонентами про-

извольной реологии. А именно, в диссипативном неравенстве для химической реакции было 

показано, что скорость реакции на ориентированной площадке с нормалью n сопряжена с 

нормальной компонентой   nnA n A n  тензора A, который и приняли за тензор химического 

сродства. 

В работе [13] нормальная компонента тензора химического сродства в случае линейно-

упругих твердых компонент и идеального газа может быть рассчитана следующим образом: 

*

( )

*

1 1 1
( ) : : ( ) : ( ) ln

2 2 2

c

nn ch c

n M
A T n RT



 
      



 
       

 
σ ε σ ε ε σ ε ε , (5) 

где M   и  – молярная масса и плотность твердой компоненты B ; :  σ C ε  

и : ( )ch   σ C ε ε  – тензоры напряжений Коши; C – тензоры упругих модулей твердых 

компонент;  – тензоры деформации; ( )c   – концентрация газовой компоненты на фронте 

химической реакции; *c  – любая отсчетная концентрация газовой компоненты, в данной ра-

боте за нее принята растворимость газовой компоненты в сформировавшемся материале B ; 

ch – тензор деформации химических превращений. Параметр ( )T  соответствует отсчетно-
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му уровню химических энергий при нулевых напряжениях и заданной температуре. Если 

температура T задана, то ( )T  является параметром модели. 

Замена скалярного химического сродства нормальной компонентой тензора химиче-

ского сродства в (4) и учет баланса массы на фронте химической реакции V n M      

позволяют получить следующее выражение для нормальной компоненты скорости фронта 

химической реакции: 

1 exp .nnAn M
V

RT



 



  
    

  
 (6) 

Таким образом, фронт химической реакции продвигается, только если 0nnA  . В слу-

чае, когда 0nnA  , фронт химической реакции неподвижен, что соответствует случаю хими-

ческого равновесия, когда скорости прямой и обратной химической реакции совпадают. Та-

ким образом, уравнение 0nnA   определяет равновесную концентрацию газовой компоненты 

*B (
eqc ) на фронте реакции в зависимости от параметров материала и напряженно-

деформированного состояния на фронте реакции: 

*

*

1 1
( ) : : ( ) : ( ) ln 0.

2 2

eqn M

ch

c
T n RT

c


 

       

 
       

 
σ ε σ ε ε σ ε ε  (7) 

Ввод равновесной концентрации позволяет переписать формулу для скорости фронта 

химической реакции вблизи равновесия в следующем виде: 

*

* ( ) 1 .
( )

n

eqcn M
V k c

c



 



  
      

 (8) 

Таким образом, процедура определения кинетики фронта химической реакции сво-

дится к следующему: концентрация газовой компоненты на фронте реакции ( )c  и равно-

весная концентрация 
eqc  определяются из решения диффузионной задачи и уравнения (7) 

соответственно, после чего найденные значения подставляем в формулу для нахождения 

скорости фронта химической реакции (8). В итоге, интегрируя выражение для скорости 

фронта химической реакции по времени, находим зависимость положения фронта химиче-

ской реакции от времени. 

2.2. Задача диффузии 

Концентрация газа на фронте реакции и внутри трансформированного материала бу-

дем определять согласно уравнению диффузии. Самой простой моделью диффузии является 

закон Фика: 

( ),
c

D c
t


  


 (9) 

где D – коэффициент диффузии. Мы предполагаем, что диффузионный процесс является 

стационарным, потому что он протекает намного быстрее, чем процесс распространения 

фронта химической реакции. Тогда это уравнение примет вид: 

( ) 0.D c    (10) 
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Граничными условиями являются: 

    на 
c

c
ckn

n

cD    ,  на cc
n

cD

*n

eq

*** 010 































   (11) 

Первое условие следует из непрерывности потока массы на внешней поверхности те-

ла  . Здесь n – внешняя нормаль по отношению к области B ;   – поверхностная скорость 

переноса массы в B . При α ˃˃ D первое условие сводится к *c c  и становится условием 

заданной концентрации на внешней границе тела. Второе условие следует из баланса массы 

на фронте реакции Г. Оно означает, что весь диффузионный поток потребляется химической 

реакцией. 

В дальнейшем будут рассмотрены три различные модели диффузии. В первой исполь-

зуется постоянный коэффициент диффузии. Вторая основана на широко используемой зави-

симости коэффициента диффузии от давления ([17–19]): 

 0 11 22 33

1
exp ; .

3

dpV
D D p

kT

   
      

 
    (12) 

Как упоминалось выше, это выражение носит феноменологический характер и осно-

вано на интуитивной оценке экспериментальных данных [3]. 

Чтобы отчетливее представлять, как напряженно-деформированное состояние твердого 

материала влияет на коэффициент диффузии, рассмотрим двухкомпонентную систему, состоя-

щую из твердой и газообразной компоненты. Для простоты рассмотрим стационарную одно-

мерную диффузию, т. е. плотность газовой составляющей и скорости зависят только от коорди-

наты оси, вдоль которой протекает диффузия:
1( )g g x  ; 

1 1d / d ( );  d / d ( ),s sg gu t V x u t V x    

где ,su  sV  и ,gu  
gV  – смещения и скорости твердых и газовых компонент соответственно, и 

предположим, что твердое тело является изотропным линейным упругим материалом. Тогда 

уравнения баланса количества движения для газообразной и твердой компонент и баланс массы 

для газовой компоненты будут иметь вид: 

 

2

2

1

1

1

d(1 )
0,

(1 )(1 2 ) d

d
0,

d

d
0.

d

s
sg

g

g

g

s

g

uE
f

x

p
f

x

V

x

 

 

 
  

 



 


 




 



 (13) 

Здесь E  и    – модуль Юнга и коэффициент Пуассона твердой компоненты; 

 sg g s gf a V V   – вязкая сила взаимодействия между газовой и твердой компонентами;  

a – параметр вязкого трения, который может зависеть от напряженно-деформированного со-

стояния системы.  

Предположим, что газовая компонента представлена уравнением состояния иде-

ального газа: 
g

g g

RT
p

M
 . Тогда решение системы (13) имеет следующий вид: 
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1 2 1 3 1 2 4exp( )s

g

RT
u c c x c x c t c

M a
     , где 1 2 3 4, , ,c c c c  – константы интегрирования. Откуда 

следует, что диффузионный поток, определяющийся соотношением  g s gj V V  ,  

равен 2

1 2 2 1

(1 )
exp( )

(1 )(1 )

1

2

E
j c c c x

a



 
 

 


 

 
. Учитывая, что концентрация газа равна /g gc M , 

можно заметить, что диффузионный поток пропорционален градиенту концентрации 

1

d

d

RT c
j

a x

 
 

 
, что приводит к закону Фика, в котором коэффициентом диффузии является 

RT

a
. Таким образом, в рамках рассмотренной модели напряженно-деформированное  

состояние твердой компоненты может влиять на диффузию только через параметр a. 

Схожие результаты были получены в [20].  

В большинстве случаев диффузия является объемной, и в этом случае диффузи-

онный поток двигается в пространстве между узлами решетки твердого тела. Параметр 

a определяет, как легко молекулы газа могут диффундировать, и, следовательно, зави-

сит от пространства между узлами решетки. Для того, чтобы рассмотреть зависимость 

диффузии от механических нагрузок, примем, что параметр a находится в обратной за-

висимости от деформаций, происходящих в плоскости, перпендикулярной диффузион-

ному потоку. Другими словами, мы считаем, что деформации вдоль направления диф-

фузионного потока  11  не влияют на диффузию. Тогда коэффициент диффузии в 

направлении 1x  выглядит следующим образом: 

0 22 331 ( ) ,( )D D       (14) 

где β – постоянный параметр. 

Следовательно, в трехмерном случае мы приходим к модели тензорной диффузии,  

в которой коэффициент диффузии имеет различное значение в разных направлениях: 

 

 

 

1 22 33

0 2 11 33

3 22 11

1 0 0

0 1 0

0 0 1

D

  
 

   
   

  

  

  

D . (15) 

Для того чтобы сравнить кинетику фронта химической реакции с коэффициентами 

диффузии, заданными по формулам (12) и (15), нужно оценить параметр β. Разложив в ряд 

коэффициент диффузии (12), переписав его через деформации при помощи законом Гука и 

сравнив результат с коэффициентом диффузии (15), мы увидим, что эти два подхода согла-

суются, если параметр β равен 
*

(1 2 )

dV E

Tk










. 

Обратим внимание, что в целом эти два подхода дают разные результаты. Например,  

в случае одноосного растяжения в направлении диффузионного потока феноменологический 

подход (12) приводит к увеличению скорости диффузии, а тензорная диффузия (15) приведет 

к замедлению диффузии, поскольку межмолекулярное пространство в плоскости, перпенди-

кулярной диффузионному потоку, уменьшится из-за эффекта Пуассона. 
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2.3. Аналитическое решение некоторых краевых задач 

2.3.1. Центрально-симметричное тело 

 

Рис. 1. Центрально-симметричное тело 

Рассмотрим тело со сферической симметрией o0,r r   , в котором химическая реак-

ция распространяется с поверхности тела противоположно направлению оси r и локализова-

на на сферической поверхности с координатами ir r  (рис. 1). Тензор химических превра-

щений – изотропный ch chε E , где Е – единичный тензор. Будем рассматривать два типа 

граничных условий: на внешней поверхности тела заданы радиальные перемещения 0u  или 

давление 0p . Из соображений симметрии примем, что концентрация газовой компоненты *B  

не зависит от координат   и ,  т. е. является функцией только радиальной координаты, 

( )c c r .  

Перемещения в теле могут быть найдены из решения Ламе для тел со сферической 

симметрией: 

2r

B
u A r

r


   , (16) 

где константы A  и B  определяются из условий непрерывности радиальных компонент пе-

ремещений и напряжений  rr  на фронте химической реакции и ограниченностью переме-

щений в центре шара при 0r  . Следовательно, с учетом этих условий перемещения будут 

выглядеть следующим образом: 

3

i

2

( )
,

A A r
u A r u A r

r

 
   


   , (17) 

где: 

 

 
ch3 4 3

.
3 2

A k k
A

 

 

   



 

 



 (18) 
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Здесь k  – модули всестороннего сжатия;  – параметры Ламе;   – модули сдвига 

компонент B  и B  соответственно. Константа A  зависит от типа граничных условий и для 

случая заданных на поверхности перемещений 0u  имеет вид: 

   
 

3

0 ch 0
03

o

2 3 3 1
,

3 4 3

u k u
A u

k k k r

  



   

  
 

  

   

 
 (19) 

и 

   
   

3

0

3

2 4 1

3 4 4

chp k
A

k k k k

   



     

  


  

    

  
. (20) 

в случае заданных напряжений. Здесь и далее используется безразмерный параметр i

o

.
r

r
    

Тогда компоненты деформаций и напряжений имеют следующий вид: 

3 3

i i

3 3

3

i

3

3

i

3

; 3

( ) ( )
2 ; ;

( )
3 4 3 ;

( )
3 2 3

;

.

rr rr

rr

rr ch
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A k A

A A r A A r
A A

r r

A A r
A k

r

A A r
A k

r

     

  

     
 

  
   

   
   

     

 
    


  


   

   

 

 

     

  

   

    

. (21) 

Окончательно уравнение для определения равновесной концентрации будет выгля-

деть следующим образом: 

 
   



2

2

*

*

1
( ) 12 3 3 8

2 2

( )
12 ln 0

nn ch

ch

n M
A T k k A k k A

c
k n RT

с

 
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  

 


    



 
   

 

   
  


 

 (22) 

Как упоминалось, реакция может протекать только при 0nnA  . Таким образом, при 

отсутствии внешних нагрузок и нулевой толщине превращенного слоя реакция может 

начаться только в том случае, когда величина энергетического параметра больше некоторого 

критического значения  * , зависящего от свойств материала: 

2

*
1

ch

E



 


  


. (23) 

Также отметим, что рост слоя превращенного материала инициирует возникнове-

ние внутренних напряжений, порожденных деформацией химического превращения, 

что, при небольших значениях  , может заблокировать дальнейшее протекание реак-

ции.  
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Уравнение диффузии в сферических координатах выглядит следующим образом: 

2

2

o

d d 2 d
0, .

d d d

c D c r
D D

r

 
    
 


   

 (24) 

Заметим, что в данной краевой задаче след тензора напряжений не зависит от поло-

жения фронта химической реакции: 

 ch3 ,rtr k A        

       (25) 

поскольку A  не зависит от r и, соответственно, не зависит от o/r r  . Таким образом,  

в случае постоянного коэффициента диффузии и коэффициента диффузии определенного 

соотношением (12) 
d

0
d

D 
 

 
 и, следовательно, в обоих случаях концентрация газа на фронте 

реакции определяется уравнением: 

2

2

d 2 d
0.

d d

c c

  
   (26) 

Решением этого уравнения будет 1
2

c
c c


  . Граничные условия (11) для нахождения 

констант интегрирования в этом случае будут выглядеть следующим образом: 

21 1
1 * 1 2 * * 2 eq2

o o

( ) 0, ( ) 0
c cD D

c c c c n k c c
r r


 

          . (27) 

Подставив найденную равновесную концентрацию и концентрацию газа на фронте 

реакции в (8) и введя безразмерные параметры 

2 2

* * o* * * * *
* 1 2

o 0

, , ,
n k rn k n M c n k

t t
r D

 



   
 

 (28) 

получим следующее уравнение, описывающее скорость распространения фронта химической 

реакции 

eq *

2 2

* 1 1 2

1 /

1

c cd

dt




  



     
 (29) 

для постоянного коэффициента диффузии и  

eq *

2 21 1*
2

1 /

1

c cd

dt

B B




  



 
   

 
(30) 
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для эмпирического коэффициента диффузии (12), где  chexp 3dV
B k A

kT





 
  

 
 . Замена 

1    даст нам зависимость скорости роста относительной толщины превращенного слоя 

от времени. 

Рассмотрим коэффициент диффузии (14), зависящий от деформаций скелета. В случае 

сферического тела этот коэффициент будет равен 0(1 ( ))D D        . С учетом формул 

(21) уравнение диффузии может быть записано как 

3 33 2

3 2 4

2( (1 2 ) )d d
(1 2 ( )) 0.

d d

A BB c c
A

  


   




 
     (31) 

Решение этого уравнения имеет следующий вид: 

 1 1/3 1/3 3 3

1

22/3 1/3

(2 3 tan 3ln( ) ln( ))
( )

6

C p q p q
c C

p q

    
 

   





, (32) 

где 1 2p A   ; 2q B ; 

1/3

1/3

2
1

3

p

q












. Константы интегрирования 1C  и 2C  находятся из 

граничных условий (11).  

Разложив уравнение (8) в ряд около 1   и учитывая, что 1 2p q A     

2 ( ) 1 2A A A       , получаем: 

eq *

2 2

* 2 1 1

(1 2 )(1 / )
.

(1 2 )(1 )

A c cd

dt A



      





 


   
 (33) 

Заменяя   на 1   , мы получим зависимость скорости роста относительной тол-

щины превращенного слоя от времени. 

2.3.2. Осесимметричное тело 

Рассмотрим бесконечный цилиндр  o0,r r , состоящий из двух слоев «+» и «–», раз-

деленных цилиндрическим фронтом химической реакции ir r . Примем, что реакция рас-

пространяется от внешней поверхности к центру цилиндра. На боковой поверхности цилин-

дра заданы радиальные перемещения ou  или давление 0p  . Из соображений симметрии 

следует, что концентрация является функцией только r-координаты: ( )c c r . Примем гипо-

тезу о плоско-деформированном состоянии, считая, что отсутствуют какие-либо деформации 

по оси z и тензор деформаций химических превращений является плоским: 

ch ch .ε ε 
ch r r φ φε e e e e  

Перемещения могут быть найдены из задачи Ламе: 

r

B
u A r

r


   . (34) 
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С учетом непрерывности перемещений и их ограниченности в центре цилиндра, а 

также с учетом непрерывности радиального вектора усилий, перемещения во внутреннем и 

внешних областях определяются формулами: 

( )
;

A A
u A r u A r

r

 
   


   , (35) 

где 

2

2 2
ch

k k
A A

k k

 
 

  


 

 




 
. (36) 

Здесь  k      – плоские модули всестороннего сжатия.  

Параметр A  находим из граничных условий 

   

 
0

2
0 ch

o

2
o

2 1
,

2

u k k u
A

rk k k
u

 

  



  


  


  

 
, (37) 

если на поверхности цилиндра заданы перемещения, и 

 

 

 2

0 ch 0

2 2

0

22 1
,

2 1

k
A

k k k

k

 


   



 






 

  










, 
(38) 

если на поверхности задано давление. Напомним, что параметр i

o

r

r
  соответствует относи-

тельному положению фронта химической реакции. Таким образом, уравнение для равновес-

ной концентрации имеет вид: 

   2 2

*

1 ( )
( ) 2 4 2 ln 0.

2
( )ch ch

M c
T k k A k k A k RT

ñk


        

 

       


     

 
 (39) 

Реакция распространяется, если 0nnA  . Следовательно, в отсутствие внешних нагру-

зок и нулевой толщине превращенного слоя реакция будет идти, только если энергетический 

параметр будет достаточно большим: 

2

*

2
.

2
ch

k

k

 

 

 



  


 (40) 

Отметим, что в этом случае критическое значение энергетического параметра *  в 2/3 

меньше, чем аналогичная величина для случая сферического тела. 

Уравнение диффузии в цилиндрических координатах выглядит следующим образом: 

2

2

1
0

d c dD dc
D D

d d d   

 
   
 

, (41) 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 6, 2018 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

72 

 

 

Grigoreva P. M. and Vilchevskaya E. N. Influence of diffusion models on chemical reaction front kinetics // Diagnostics,  

Resource and Mechanics of materials and structures. – 2018. – Iss. 6. – P. 59–82. – DOI: 10.17804/2410-9908.2018.6.059-082. 

 

где o/r r  . Внешняя поверхность   в этом случае будет соответствовать 1  , а поверх-

ность фронта химической реакции   –   . 

Аналогично случаю центрально симметричного тела след тензора напряжений не за-

висит от толщины превращенного слоя 

  ch2r ,T 3r z k A  
           +

σ  (42) 

поскольку A  не зависит от r и, следовательно, коэффициент диффузии (12) также не зависит 

от . Таким образом, для постоянного коэффициента диффузии и для феноменологического 

коэффициента диффузии (12) уравнение диффузии имеет вид:  

2

2

d 1 d
0.

d d

c c

  
   (43) 

Решением этого уравнения является 1 2ln( )c c c  . Константы интегрирования могут 

быть найдены из граничных условий (11).  

Переходя к уже введенным безразмерным параметрам (28), получим уравнение для 

распространения относительного положения фронта химической реакции 

eq *

* 1 2

1 /d

d 1 ln

c c

t



    




 
 (44) 

для постоянного коэффициента диффузии и  

eq *

1*
2

1 /d

d
1  ln

c c

t

B




 




   

 
(45) 

для эмпирического коэффициента диффузии (12), где   exp 3 2d
ch

V
B k A

kT
  

 
   

 
  . 

Подстановка 1    ведет к уравнению роста относительной толщины трансформирован-

ного слоя.  

Обратимся теперь к тензорному коэффициенту диффузии (14), который в этом случае 

будет равен 0 1( )D D    . Учитывая, что 
2

2
( )A A A

r



    


 , дифференциальное 

уравнение для концентрации принимает вид: 

2 2 2 2 2

2 2 3

d d
1 0,

d d

B c A B c
A




    
     

  

    


   
 (46) 

где B A A   . Решение этого уравнения громоздко и здесь не представлено, однако, под-

ставляя граничные условия и переходя к безразмерным параметрам (28), мы получаем сле-

дующее уравнение, описывающее кинетику относительного положения фронта химической 

реакции: 

 
eq *

2
* 1 2

1 /d

d 1 ln

c c

t




 



   
. (47) 
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Здесь 
2

1

1

A

A B




 






 
 . После подстановки 1    мы получаем уравнение роста 

относительной толщины трансформированного слоя.  

3. Результаты и обсуждение 

Дальнейшие вычисления будут проводиться с параметрами, приведенными в табл. 1. 

Величины параметров соответствуют физическим параметрам Si и SiO2 за исключением хи-

мической деформации превращения 
ch , которая на порядок меньше величины, соответ-

ствующей изменению объема при химическом превращении кремния в диоксид кремния. 

Такой выбор значения 
ch  соответствует приближению малых деформаций и оправдан быст-

рой перестройкой деформаций, обеспечивающей релаксацию напряжений вследствие вязко-

сти диоксида кремния. Значения 
*k ,  были взяты из [21]. Значение коэффициента диффузии 

0D  различно в разных работах: в частности в работах [22] и [23] оно на три порядка выше 

значения, приведенного в [21]. Такой разброс значений может быть объяснен неопределен-

ностью в определении коэффициента диффузии 0D  в теоретических и экспериментальных 

исследованиях, а также путаницей в использовании 0D  или зависящего от температуры ко-

эффициента 0D

kT
, как это произошло, например, в работе [10]. Так как численные вычисления 

проводятся для того чтобы продемонстрировать возможности модели и влияние диффузии 

под механическими напряжениями на скорость химической реакции, приведенные в табл. 1 

параметры можно рассматривать как параметры искусственного материала. 

Таблица 1 – Параметры материалов 

Параметры Постоянная B  Постоянная B  

Модули Юнга E, ГПа 163 60 

Коэффициенты Пуассона,   0,23 0,17 

Деформация химических превращений, ch  – 0,03 

Температура Т, K 1173 

Коэффициент диффузии 0D , м
2
/c 6,61e-14 

Кинетическая константа реакции *k , м/с 0,36e-6 

Скорость растворимости молекул газа  

в новом материале  , м/с 
0,028 

3.1. Кинетика фронта реакции в центрально-симметричном теле 

Подробное исследование кинетики фронта химической реакции с постоянным коэф-

фициентом диффузии приведено в работе [24]. В нашей работе мы будем сравнивать, как 

влияет учет зависимости коэффициента диффузии от напряжений на скорость распростране-

ния химического фронта.  

Введем относительное расхождение между положениями фронта химической реакции 

при использовании различных моделей диффузии: 

 0
0

0

( ) ( )
100 % ( ) ( ) 100 %i ir D r D

D D
r


      . (48) 
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Рис. 2. Зависимость относительной разницы Δ от времени *t  для сферического тела,  

*5  ; заданные перемещения 

Отметим, что параметр   характеризует не относительную погрешность межу раз-

личными моделями диффузии, а оценивает, насколько реакция замедляется или ускоряется 

при учете зависимости коэффициента диффузии от напряжений по сравнению с постоянным 

коэффициентом диффузии. Положительные значения   означают, что учет напряжений в 

диффузии ускоряет распространение фронта реакции, а отрицательные, напротив, замедляет. 

Рассмотрим сначала коэффициент диффузии, определяемый соотношением (12),  

и случай заданных на границе перемещений 0u . На рис. 2 представлено изменение параметра 

  с течением времени при различных значениях 0 0 0/u u r . Учет напряжений в коэффици-

енте диффузии значительно замедляет реакцию, вследствие значительных сжимающих 

напряжений, возникающих в шаре из-за появления слоя превращенного материала с положи-

тельной собственной деформацией, в независимости от того растягивающие или сжимающие 

перемещения заданы на границе.  

Рассмотрим теперь случай заданных напряжений. Учет коэффициента диффузии, зави-

сящего от напряжений,  как и в случае заданных перемещений, замедляет рост превращенного 

слоя (рис. 3). При сжимающих напряжениях разница максимальна, при растягивающих – мини-

мальна. Однако разница между подходами в случае заданных напряжений меньше, так как зада-

вая напряжения, мы не фиксируем границы тела и оно может свободно расширяться вследствие 

химических превращений, не создавая дополнительных внутренних напряжений. Тем не менее 

эта разница существенна даже для растягивающих напряжений, поэтому при выбранном коэф-

фициенте диффузии в данной краевой задаче пренебречь зависимостью коэффициента диффу-

зии нельзя даже для того, чтобы получить оценочные результаты. 

Рассмотрим также влияние коэффициента диффузии (14), зависящего от деформа-

ций скелета превращенного материала, на распространение фронта реакции. Сравнение 

всех трех моделей диффузии при заданных на границе перемещениях приведено на рис. 4. 

В отличие от феноменологического коэффициента диффузии учет коэффициента тензо-

диффузии может, как ускорять рост слоя превращенного материала при растягивающих 

перемещениях (рис. 4 а), так и замедлять их при сжимающих перемещениях (рис. 4 б).  

Такое существенное различие между различными коэффициентами диффузии связано 

прежде всего с тем, что в этой задаче наибольший вклад в феноменологический коэффици-

ент диффузии вносит радиальная компонента напряжений, действующая по оси диффузи-

онного потока и слабо влияющая на деформации в превращенном материале в перпендику-

лярной направлению диффузии плоскости.  
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Рис. 3. Зависимость относительной разницы Δ от времени *t  для сферического тела,  

*5  ; заданные напряжения 

 

а б 

Рис. 4. Зависимость относительной толщины   от времени *t  для сферического тела,  

*  , *5  ; заданные перемещения на растяжение (а) и сжатие (б) 

Более наглядно различие между выбором зависимости коэффициента диффузии от 

напряжений можно увидеть, сравнивая относительную разницу роста слоя превращенного 

материала при обоих подходах (рис. 5). Вне зависимости от знака перемещений на границе 

относительная разница между кинетикой фронта реакции с коэффициентом диффузии (14) и 

кинетикой с постоянным коэффициентом диффузии не превышает 10 %. Таким образом, в 

данной задаче зависимость коэффициента диффузии от напряжений в виде (14) оказывает 

значительно меньшее влияние на кинетику распространения фронта химической реакции, 

чем зависимость от напряжений химического сродства. Следовательно, в этом случае можно 

не учитывать зависимость коэффициента диффузии от механических напряжений при прове-

дении расчетов. 
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а б 

Рис. 5. Зависимость относительной разницы Δ от времени *t  для сферического тела,  

заданные перемещения на растяжение (а) и сжатие (б) 

Если на границе шара задано давление 0p , то независимо от величины и знака 0p  

учет коэффициента диффузии (14), зависящего от деформаций каркаса, ускоряет продви-

жение фронта химической реакции. При этом относительная разница между кинетиками 

фронта химической реакции с коэффициентом диффузии (14) и с постоянным коэффициен-

том диффузии не превышает 5 %, поэтому при учете зависимости диффузии от напряжений 

в виде тензодиффузии этой разницей можно пренебречь и не учитывать зависимость коэф-

фициента диффузии от механических напряжений без существенного снижения точности 

вычислений. 

 

 

Рис. 6. Зависимость относительной толщины   от времени *t  для сферического тела  

при различных  , *5  ; заданные перемещения 0 0,01u   . 

Поскольку параметр   может варьироваться, рассмотрим, как его изменение будет 

влиять на кинетику фронта химической реакции. Относительное положение фронта хими-
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ческой реакции в разные моменты времени при различных значениях параметра приведено 

на рис. 6. Наибольшее расхождение с кинетикой фронта при постоянном коэффициенте 

диффузии наблюдается при *  . Поскольку значение *  было оценкой сверху, очевид-

но, что при уменьшении параметра разница между подходами будет становиться меньше и 

также можно пренебречь зависимостью коэффициента диффузии от напряжений. 

3.2. Кинетика фронта реакции в осесимметричном теле 

Кинетика фронта химической реакции в осесимметричном теле при различных внеш-

них нагрузках была подробно рассмотрена в [25], здесь мы будем рассматривать только вли-

яние выбора моделей диффузии.  

 

 

Рис. 7. Зависимость относительной разницы Δ от времени *t  для осесимметричного тела, 

*5  ; заданные перемещения 

Начнем рассмотрение с феноменологического коэффициента диффузии (12) при 

заданных перемещениях. На рис. 7 приведена относительная разница между толщинами 

слоя превращенного материала при учете зависимости коэффициента диффузии от 

напряжений и постоянным коэффициентом диффузии. За исключением случая значи-

тельных растягивающих деформаций, учет зависимости коэффициента диффузии от 

напряжений замедляет химическую реакцию. Разница между подходами становится тем 

значительнее, чем больше деформации на сжатие. Таким образом, и в этой краевой за-

даче при заданных перемещениях разница между подходами велика и не может быть 

проигнорирована.  

Такое же поведение сохраняется и для заданных на границе усилий: учет зависимости 

коэффициента диффузии от напряжений, как и в случае заданных перемещений, замедляет 

рост превращенного слоя. При сжимающих напряжениях разница между подходами макси-

мальна, при растягивающих – минимальна, однако, хотя разница между толщинами слоя 

превращенного материала в случае заданных напряжений меньше, чем в случае заданных 

перемещений, она все же недостаточно мала, чтобы ею можно было пренебречь.  

Рассмотрим теперь влияние коэффициента диффузии (15), зависящего от деформаций 

скелета превращенного материала, на распространение фронта химической реакции. Как 

видно из кинетики роста относительной толщины превращенного слоя при заданных на гра-

нице перемещениях (рис. 8), использование коэффициента диффузии в виде (15) ускоряет 
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продвижение фронта химической реакции в случае растягивающей деформации, а в случае 

сжимающей деформации – замедляет. При этом при одинаковых значениях сжимающей и 

растягивающей деформации, разница между кинетикой фронта с коэффициентом диффузии, 

заданным по формуле (15), и кинетикой с постоянным коэффициентом диффузии, больше в 

случае сжимающих деформаций. 

 

 

а б 

Рис. 8. Зависимость относительной толщины   от времени *t  для осесимметричного тела,  

*  , *5  ; заданные  перемещения на растяжение (а) и сжатие (б) 

В обоих случаях различие между ростом толщины превращенного слоя с предло-

женным коэффициентом диффузии (15) и постоянным коэффициентом меньше, чем 

между ростом толщины слоя с коэффициентом, введенным эмпирически и постоянным 

коэффициентом диффузии, что более нагляднопредставлено для разных зависимостей 

коэффициента диффузии от напряжений (рис. 9). При этом, независимо от знака пере-

мещений, разница между кинетикой толщины превращенного слоя с коэффициентом 

диффузии (15) и кинетикой с постоянным коэффициентом диффузии не превышает 5 %, 

поэтому зависимостью коэффициента диффузии от напряжений, связанных с деформа-

цией твердого тела можно пренебречь при проведении расчетов, не требующих высокой 

точности. 

Результаты для заданных напряжений аналогичны результатам, которые были 

получены при заданных деформациях. Феноменологический коэффициент диффузии 

(13) замедляет распространение фронта химической реакции и оказывает более суще-

ственное влияние, чем тензорный коэффициент диффузии (15). Как и в предыдущих 

случаях, при выборе модели диффузии в виде (15) зависимостью диффузий от напряже-

ний можно пренебречь.  
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Рис. 9. Зависимость относительной разницы Δ от времени *t  для осесимметричного тела,  

заданные деформации на растяжение (сплошные линии) и на сжатие (пунктирные линии) 

 

Рис. 10. Зависимость относительной разницы Δ от времени *t  для одинаковых значений  

соответствующего энергетического параметра; заданные деформации на растяжение  

в осесимметричном теле (сплошные линии) и в сфере (пунктирные линии) 

Сравнение результатов для двух краевых задач при заданных растягивающих пере-

мещениях приведено на рис. 10. Различие во влиянии учета зависимости диффузии от 

напряжений в центрально-симметричной и осесимметричной задачах связано, прежде всего,  

с гипотезой о плоско-деформированном состоянии, принятой в осесимметричной задаче. 

4. Выводы 

В этой работе мы исследовали влияние учета различных видов зависимости коэффи-

циента диффузии от механических напряжений на скорость распространения фронта хими-

ческой реакции. Помимо классической зависимости коэффициента диффузии от давления, 

была предложена модель диффузии, зависящая от деформаций твердого тела в плоскости, 

перпендикулярной направлению диффузионного потока, что привело к модели тензодиффу-
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зии. Проведено исследование кинетики продвижения фронта химической реакции в зависи-

мости от приложенных внешних нагрузок для двух краевых задач: тела со сферической сим-

метрией и осесимметричного тела в плоско-деформированном состоянии. Было проведено 

сравнение результатов для всех трех коэффициентов диффузии: постоянного, заданного эм-

пирически и предложенного в этой работе. 

В случае заданных на границе деформаций учет зависимости коэффициента диффузии 

от давления оказывает значительное влияние на кинетику распространения фронта химиче-

ской реакции. Это происходит вследствие дополнительной положительной деформации хи-

мического превращения, возникающей в результате химической реакции. Поскольку при за-

данных (фиксированных) перемещениях на границе тело не может расшириться ни в одном 

из направлений, то внутри превращенного материала возникают значительные сжимающие 

внутренние напряжения, которые приводят к значительному уменьшению коэффициента 

диффузии (13). В целом плоско-деформированное состояние в цилиндре оказывает большее 

влияние на диффузию газа к фронту химической реакции, чем это наблюдается в централь-

но-симметричном теле (рис. 10). 

В случае заданных напряжений на границах тела, как для цилиндра, так и для шара, 

разница между кинетикой роста превращенного слоя при постоянном и эмпирическом коэф-

фициентами диффузии значительно меньше, чем при жестком нагружении. Если работы тре-

буют качественной оценки или неточной количественной, в этом случае можно пренебречь 

зависимостью коэффициента диффузии от напряжений и облегчить дальнейшие вычисления, 

так как использование постоянного коэффициента диффузии уменьшает количество необхо-

димых параметров модели и, соответственно, количество экспериментов и расчетов, необхо-

димых для нахождения этих параметров. Тем не менее, учет зависимости коэффициента 

диффузии от напряжений в виде (13) оказывает значительное влияние на кинетику реакции и 

не может быть проигнорирован при точных расчетах. 

Предложенная модель тензодиффузии в независимости от типа граничных условий 

оказывает меньшее влияние на скорость распространения фронта химической реакции, чем 

эмпирически заданная зависимость коэффициента диффузии от напряжений. Это происходит 

потому, что значительный вклад в давление, от которого зависит эмпирический коэффици-

ент диффузии, вносит радиальная компонента тензора напряжений. В то же время, поскольку 

в рассматриваемых задачах радиальная компонента напряжений действует в направлении 

диффузионного потока, она не оказывает существенного влияния на скорость распростране-

ния диффузионного потока, определяемого деформациями материала в плоскости, перпен-

дикулярной re . Таким образом, при выборе модели тензодиффузии скорость распростране-

ния фронта реакции определяется, прежде всего, скоростью химической реакции, а не диф-

фузионным процессом и, как следствие, в этом случае влиянием механических напряжений 

на диффузионную кинетику можно пренебречь. 
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