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An ab initio method is used to study the energy of the Bain and orthorhombic paths of 

the structural and phase transformations in molybdenum and phonon instability during uniaxial 

deformation along <001>. The calculation of the phonon spectrum in the whole irreducible Bril-

louin zone as dependent on strain for the Bain path makes it possible to find the softest phonon 

spectral regions, responsible for the loss of structural stability. The nature of the stability loss is 

revealed, and the strain at which stability is lost under both tension and compression is evaluat-

ed. The most probable mechanisms governing the structural stability and theoretical strength of 

molybdenum are discussed. The results can concern experiment situations when small defect -

free regions are strained, e. g., in nanostructured materials, or when surface layers  are modified 

by state-of-the-art plastic deformation techniques, or during nanoindentation, or for super-high 

ductility of Mo-based alloys. 
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В работе методом ab initio изучена энергетика бейновского и орторомбического путей 

структурно-фазовых превращений в Mo и нестабильности фононов в ходе одноосной дефор-

мации вдоль <001>. Расчет фононного спектра во всей неприводимой зоне Бриллюэна в за-

висимости от деформации для бейновского пути позволил найти наиболее мягкие ветви фо-

нонного спектра, ответственные за потерю устойчивости структуры. Выявлен характер поте-

ри устойчивости, а также оценена величина деформации, при которой теряется устойчивость 

как при растяжении, так и при сжатии. Обсуждаются наиболее вероятные механизмы, опре-

деляющие устойчивость структуры и теоретическую прочность Mo. Полученные результаты 

могут относиться к ситуациям в эксперименте, когда деформируются малые свободные от 

дефектов области, например, в наноструктурированных материалах, при модифицировании 

поверхностных слоев современными методами пластического деформирования, при наноин-

дентировании, при сверхвысокой пластичности сплавов на основе Mo. 

Ключевые слова: первопринципный расчет, бейновский и орторомбический пути, фонон-

ный спектр, стабильность структуры  

1. Введение 

Бейновский путь (БП) превращения «объемноцентрированный кубический – гране-

центрированный кубический кристалл» (ОЦК – ГЦК) в ОЦК-металле (тетрагональная де-

формация вдоль оси <001>) позволяет найти энергетику превращения, и также определить 

стабильность кристаллической структуры [1–3]. Идеальная (теоретическая) прочность (ТП) 

материала характеризуется напряжением, при котором совершенный кристалл становится 

механически нестабильным [4–6], и определяет верхнюю границу напряжения, которое ма-

териал может выдержать без разрушения. Стабильность структуры требует, чтобы энергии 

фононов были положительны для всех волновых векторов в зоне Бриллюэна.  

Расчеты на основе теории функционала плотности, используемые в настоящей работе, 

не содержат подгоночных параметров, действительны при всех деформациях и в принципе 

позволяют количественно определить устойчивость структуры при деформации и идеальную 

прочность. Данная работа продолжает серию работ по изучению методом ab initio структур-

но-фазовых превращений и устойчивости структуры (нахождению ТП) при деформации,  

в основном для важных переходных ОЦК-металлов [7–9]. Для Mo, важного в научном и при-

кладном аспектах переходного ОЦК-металла, превращения структуры при деформации и 
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прочностные свойства изучались методами ab initio в ряде работ [10–12], однако фононные 

спектры во всей зоне Бриллюэна не рассматривались. 

В монографии [13] приведены результаты ряда работ по электронно-

микроскопическим исследованиям эволюции микроструктуры сплавов на основе V и Mo–Re 

в процессе их прокатки при комнатной температуре. Показано, что основной или единствен-

ной модой деформации наблюдаемого превращения мартенситного типа является однород-

ная деформация растяжения–сжатия типа деформации Бейна. Важной особенностью дефор-

мации превращения является высокая эффективность релаксации высокодефектных суб-

структур деформации в условиях фазовой динамической нестабильности кристалла. Это 

определяет возможность сверхвысокой технологической пластичности сплавов на основе V 

и Mo–Re, т. е. достижения в процессе деформации прокаткой при комнатной температуре 

практически неограниченных степеней пластической деформации. Носителями такой де-

формации являются нанообъемы превращений размерами в несколько нанометров с высоки-

ми значениями упругой кривизны кристаллической решетки и локальных градиентов внут-

ренних напряжений, в которых облегчена однородная деформация бейновского типа и соот-

ветствующие структурные превращения. 

2. Постановка задачи и методы решения 

В данной статье методом ab initio изучена энергетика БП и орторомбического пути 

(ОРП) и структурно-фазовые превращения при одноосной деформации вдоль оси <001>  

(с релаксацией объема) переходного ОЦК-металла (Mo). Также рассчитаны фононные спек-

тры во всей неприводимой зоне Бриллюэна при различной величине данной деформации для 

анализа устойчивости структуры. 

Первопринципные расчеты упругих постоянных и фононных спектров Mo проведены с 

использованием пакета программ Quantum ESPRESSO (https://www.quantum-espresso.org) для 

расчета электронной структуры псевдопотенциальным методом плоских волн и моделирова-

ния материалов. Использован рекомендованный в данном пакете ультрамягкий псевдопотен-

циал (Mo.pbesol-spn-rrkjus_psl.1.0.0.UPF). Фононные частоты рассчитаны с использованием 

теории возмущений функционала плотности. Фононные частоты как функция деформации 

рассчитаны с использованием сетки k-точек размером 20 × 20 × 20 и сетки q-точек (с интерпо-

ляцией) размером 16 × 16 × 16 для получения частот с высокой точностью [4, 7–9, 12]. 

3. Результаты и их обсуждение 

В таблице приведены результаты реперных расчетов параметра решетки и упругих 

модулей, использованных для проверки качества псевдопотенциала. Видно, что псевдопо-

тенциал удовлетворительно описывает эксперимент с точностью, характерной для расчетов в 

рамках теории функционала плотности. Фононные спектры ОЦК-Mo при нормальном давле-

нии приведены в работе [12] (эксперимент и расчет) и удовлетворительно согласуются с по-

лученными нами фононными спектрами ОЦК-Mo. 

Реакция переходных ОЦК-металлов группы VB [8, 9, 17] и Mo [10] на одноосную 

нагрузку растяжения вдоль оси <001> рассмотрена в указанных работах, где также приведе-

на схема образующихся структур вдоль БП с возможностью при строго одноосной нагрузке 

бифуркации на ОРП. Симметрия кристалла и особенности переходных ОЦК-металлов при-

водят к тому, что вдоль бейновского (тетрагонального) пути наблюдаются три свободных от 

напряжения состояния в следующей последовательности: ОЦК, ГЦК, ОЦТ (объемноцентри-

рованный тетрагональный кристалл). В случае бифуркации на ОРП указанная выше после-

довательность такова: ОЦК, ОЦТ, ОЦК.   

На рис. 1 приведена схема БП при одноосной нагрузке Mo вдоль <001>. Структуры 

вдоль БП описываются в системе отсчета ОЦТ-решетки. Видно, что последовательность со-

стояний при растяжении меняется от ОЦК (c/a = 1) через ГЦК (c/a = √2) до ОЦТ (c/a = 1,8), 

https://www.quantum-espresso.org/
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где a, c – параметры тетрагональной решетки. На отрезках бейновского пути на склонах пика 

слева и справа от ГЦК-состояния (c/a = √2) структуры внутренне нестабильны по отношению 

к тетрагональной деформации. Рисунок 1 а удовлетворительно совпадает с результатами 

расчетов ab initio БП Mo в работе [10]. Дополнительно на рис. 1 б приведены зависимости 

параметров решетки от тетрагональной деформации, виден характер релаксации параметра a 

при деформации. 

Таблица  

Результаты реперных расчетов параметра решетки a0 и модулей упругости c', c44, B 

 Данная работа Предыдущие расчеты 
Эксперимент 

 

a0, A 5,916 a.u. = 3,131A 

5,916 [12, PBEsol] 

5,914 [14] 

5,920 [15] 

5,944 [14] 

5,951 [16] 

c', ГПа 165 
154 [17] 

162 [12, PBEsol] 

159 [18] 

162 [19] 

c44, ГПа 108 
105 [17] 

108 [12, PBEsol] 

112 [18] 

110 [20] 

B, ГПа 285 
283 [12, PBEsol] 

264 [21] 

273 [22] 

266 [18] 

272 [20] 

 

На рис. 2 показаны зависимости полной энергии для БП, ОРП (рис. 2 а) и параметров 

решетки для ОРП (рис. 2 б) в системе отсчета ГЦТ-решетки от величины c/a, характеризую-

щей деформацию (в скобках указаны названия структур в системе отсчета ОЦТ-решетки 

(подробнее в работе [17]). На рис. 2 а видно, что ОРП является энергетически более выгод-

ным, особенно, при заметном отклонении от величины c/a = √2 = 1,414, соответствующей 

ОЦК-фазе.  

Ранее было показано [8, 9] для ОЦК-металлов группы VB V и Nb (имеющих каче-

ственно похожие БП и ОРП), что ОЦК-фаза, соответствующая c/a = 1/√2 = 0,707 на ОРП и 

возникающая при данной одноосной деформации (растяжение вдоль оси a), эквивалентна 

ОЦК-фазе при c/a = √2, но при этом ось a, вдоль которой происходит растяжение кристалли-

та, становится равной оси c в исходном состоянии «недеформированный кристалл ГЦТ 

(ОЦК)», а ось c, которая сокращается, становится равной оси a в исходном состоянии «неде-

формированный кристалл ГЦТ (ОЦК)». Аналогичная картина наблюдается и для Mo. Полу-

чается, что отрезки графиков (для ОРП) при c/a = 1…√2 и 1…1/√2 на рис. 2 а, б обладали бы 

строгой зеркальной симметрией относительно вертикальной прямой c/a = 1, если отрезки 

графиков при c/a =  1…1/√2 построить, взяв отношение a/c (т. е. по оси Х отложить величины 

от 1,414 до 1 и далее от 1 до 1,414). Это происходит из-за того, что, в силу симметрии, про-

цесс деформации на данных участках совпадает. В данном случае на рис. 2 а, б на всем про-

тяжении оси Х отложена величина c/a, чтобы показать величину одноосной деформации, по-

этому отрезки графиков на рис. 2 а, б при c/a = 1…√2 и 1…1/√2 получаются не совсем зер-

кально симметричными относительно вертикальной прямой c/a = 1.  
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а 
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Рис. 1. Изменение полной энергии, приходящейся на атом, и параметров решетки a,  

c в зависимости от величины бейновской (тетрагональной) деформации c/a  

(структуры вдоль БП описываются в системе отсчета ОЦТ-решетки) 
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Рис. 2. Бейновский (тетрагональный) и орторомбический пути.  

Структуры вдоль обоих путей описываются в системе отсчета ГЦТ-решетки, и их названия 

указаны на графиках зависимости полной энергии (в скобках указаны названия структур  

в системе отсчета ОЦТ-решетки): зависимость полной энергии для БП и ОРП (а);  

зависимость параметров решетки для ОРП (б) 
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Рис. 3. Фононные частоты для БП (описываются в системе отсчета ОЦТ-решетки, см. рис. 1): 

вдоль направления <x00> (а, в); вдоль <x0x> (б, г); указаны величины c/a 

На рис. 3 приведены ветви фононного спектра в зависимости от величины c/a (для од-

ноосной нагрузки растяжения, рис. 3 а, в) вдоль направления волнового вектора <x00> и 

вдоль <x0х> (для одноосной нагрузки сжатия, рис. 3 б, г). Эти ветви фононного спектра со-

ответствуют поперечной поляризации, а результат анализа фононных спектров вдоль раз-

личных направлений во всей неприводимой зоне Бриллюэна вдоль БП показал, что фононы 

вдоль данных направлений размягчаются при указанных нагрузках в первую очередь. При 

c/a = 1,16…1,18 (инженерная деформация e = 0,16…0,18) при растяжении (рис. 3 б) и при c/a 

= 0,86…0,83 (|e| = 0,14…0,17) при сжатии (рис. 3 г) наблюдается упругая потеря устойчиво-

сти структуры. При этом частоты соответствующих фононов становятся мнимыми (на гра-

фике отображаются как отрицательные). Полученные результаты для деформации, соответ-
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ствующей упругой потере устойчивости структуры при одноосной нагрузке, можно сравнить 

с аналогичными результатами, полученными методом ab initio для аналогичной деформации 

Nb в работе [8]. В указанной работе упругая потеря устойчивости структуры наблюдалась 

при c/a = 1,06…1,10 (инженерная деформация e = 0,06…0,1) при растяжении для ветви 

<x00> и при c/a = 0,86…0,80 (|e| = 0,14…0,2) при сжатии для ветви <x0х>. Видно, что Mo не-

сколько более стабилен, чем Nb при одноосной деформации. 

На рис. 3 в, г видно, что при увеличении сжатия устойчивость структуры начинает 

восстанавливаться (практически восстановилась на рис. 3 г при с/а = 0,70). При этом наблю-

дается динамическая потеря устойчивости структуры за счет коротковолновых фононов вет-

ви <x00> (рис. 3 в), которая при дальнейшем сжатии может исчезнуть в силу наблюдаемой 

тенденции. Таким образом, в данном случае при сжатии структура снова становится практи-

чески устойчивой. Такое поведение может облегчать на практике псевдоморфную эпитаксию 

фазы с большой тетрагональной деформацией на субстратах, сохраняющих тетрагональную 

структуру [3, 23]. Псевдоморфизм возникает, когда эпитаксиальная пленка принимает те же 

параметры решетки в плоскости, что и подложка, что приводит к кристаллической форме, 

отличной от той, которую вещество обычно имеет. Существует множество примеров псев-

доморфизма.  

На рис. 2 а видно, что БП и ОРП при c/a = √2 (ОЦК-структура) близки при деформа-

ции растяжения e ~ 0,1 и для бόльших значений при деформации сжатия. Можно предполо-

жить, что полученные результаты по потере устойчивости ОЦК-структуры при данной одно-

осной нагрузке для БП будут приблизительно справедливы и для ОРП. Уточнение этого во-

проса требует расчета фононного спектра во всей неприводимой зоне Бриллюэна для ОРП, 

что является отдельной задачей. 

Упругие и фононные аномалии в металлах группы VB (V, Nb, Ta), в основном под 

давлением, широко обсуждались в связи с электронными свойствами, и было показано, что 

они связаны со свойствами поверхности Ферми [24, 25]. В частности, мягкая поперечная фо-

нонная ветвь вдоль [100] и необычная мягкость с44, как было показано в работе [25], может 

возникать из-за электронного топологического перехода. Важную роль в изменении упругих 

свойств и стабильности структуры данной группы металлов под давлением играет нестинг 

поверхности Ферми и близость сингулярности ван Хова к уровню Ферми в электронной 

плотности состояний [11, 17, 25]. Следует отметить, что для Mo расстояние между пиком ван 

Хова и уровнем Ферми велико, и уровень Ферми расположен в псевдощели, где мало элек-

тронных состояний и которая разделяет связывающие и разрыхляющие состояния. Заполне-

ние разрыхляющих состояний приведет к увеличению энергии системы и, следовательно,  

к ослаблению стабильности связи [11]. Существенное значение может иметь электрон-

фононное взаимодействие, которое влияет на многие физические свойства, например, на 

устойчивость структуры слоистых материалов [26]. В случае одноосной деформации Mo эти 

вопросы требуют дополнительного изучения. 

Полученные результаты могут относиться к ситуациям в эксперименте, когда де-

формируются малые свободные от дефектов области, например, в наноструктурированных 

материалах, при модифицировании поверхностных слоев современными методами пласти-

ческого деформирования, при наноиндентировании. Также результаты могут быть полезны 

для выявления микроскопических механизмов сверхвысокой технологической пластично-

сти сплавов на основе V и Mo–Re, когда в процессе деформации прокаткой при комнатной 

температуре достигаются практически неограниченные степени пластической деформации. 

Носителями такой деформации являются нанообъемы превращений размерами в несколько 

нанометров с высокими значениями упругой кривизны кристаллической решетки и локаль-

ных градиентов внутренних напряжений. Основной или единственной модой деформации 

такого превращения является однородная деформация растяжения–сжатия типа деформа-

ции Бейна [13]. 
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4. Заключение 

Методом ab initio изучена энергетика бейновского и орторомбического путей струк-

турно-фазовых превращений при одноосной деформации важного переходного ОЦК-металла 

(Mo). Рассчитан фононный спектр во всей неприводимой зоне Бриллюэна в зависимости от 

деформации для бейновского пути. Найдены наименее устойчивые ветви фононного спектра 

и показано, что при c/a = 1,06…1,10 (инженерная деформация e = 0,06…0,10) при растяже-

нии и при c/a = 0,86…0,83 (|e| = 0,14…0,17)  при сжатии наблюдается упругая потеря устой-

чивости структуры, что определяет и теоретическую прочность. При этом частоты соответ-

ствующих фононов становятся мнимыми. Отмечены наиболее вероятные механизмы (осо-

бенности структуры электронной плотности состояний Mo, электрон-фононное взаимодей-

ствие), определяющие устойчивость его кристаллической структуры.  
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