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The paper studies a new exact solution to the Navier–Stokes equations for describing steady 

and oscillatory motions of a viscous incompressible vertically swirling fluid without preliminary 

twist. The exact integration of the Navier–Stokes equations is carried out in the Lin–Sidorov–

Aristov class. The velocity vector field is characterized by a linear dependence on a part  

of the coordinates (horizontal or longitudinal). The coefficients of the linear forms depend on the 

third coordinate (vertical or transverse) and time. The obtained exact solution describes a nonlinear 

superposition of the Poiseuille flow and the non-uniform Stokes wave motion. A criterion for the 

existence of stagnation points and conditions for the generation of steady and unsteady countercurrents 

is given. This criterion is shown to determine an increase in velocities during steady motion and 

amplification of oscillations for unsteady fluid flows. 
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В статье изучается новое точное решение уравнений Навье – Стокса для описания 

установившихся и колебательных движений вязкой несжимаемой вертикально завихренной 

жидкости без предварительной закрутки. Точное интегрирование уравнений Навье – Стокса 

проведено в классе Линя – Сидорова – Аристова. Поле вектора скорости характеризуется ли-

нейной зависимостью от части координат (горизонтальных или продольных). Коэффициенты 

линейных форм зависят от третьей координаты (вертикальной или поперечной) и времени. 

Полученное точное решение описывает нелинейную суперпозицию течения Пуазейля и не-

однородного волнового движения Стокса. Приведен критерий для существования застойных 

точек и условий генерации установившихся и неустановившихся противотечений. Показано, 

что этот критерий определяет увеличение скоростей при установившемся движении и усиле-

ние колебаний для нестационарных потоков жидкости.  

Ключевые слова: точные решения, течение Стокса, течение Пуазейля, колебание жидкости, 

переопределенная система 

1. Введение 

Исследование колебательных движений вязкой несжимаемой жидкости было начато 

Стоксом, одним из основателей гидродинамики вязких жидкостей [1]. В настоящее время 

точное решение Стокса, описывающее изобарические колебания вязкой несжимаемой жид-

кости, называют второй задачей Стокса [2]. Это точное решение является классическим для 

описания неустановившихся потоков вязких несжимаемых жидкостей, оно, можно сказать, 

описывает поперечную структуру поля скоростей.  

В статье [1] было исследовано колебательное движение вязкой несжимаемой жидко-

сти в полупространстве, которое генерировалось периодическим возмущением плоскости, 

являющейся границей полупространства. При этом на бесконечности касательные напряже-

ния полагались равными нулю, поскольку постулировалось граничное условие о свободной 

границе [1]. Известно, что характерной особенностью второй задачи Стокса является нали-

чие поперечных волн в жидкости, а также их очень быстрое затухание при удалении от твер-

дой вибрирующей поверхности [1].  
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Анонсированный в статье [1] результат не всегда соотносился с натурными наблюде-

ниями природных процессов. Более поздние исследования позволили определить область 

применимости точного решения второй задачи Стокса, а также экспериментально показать 

возможность усиления волновых движений жидкости под действием периодических возму-

щений [3]. Таким образом, была показана область применимости достоверного применения 

точного решения второй задачи Стокса, описывающего нестационарное колебательное дви-

жение, которое существенно зависит от вязкости жидкости и частоты краевого режима [3]. 

Решение второй задачи Стокса для ньютоновских несжимаемых жидкостей было 

обобщено для слабовязкой жидкости в статье [4]. Точное решение Стокса было модифици-

ровано для описания колебаний жидкостей с выраженными реологическими свойствами  

[5–7]. Отметим, что имеются исследования второй задачи Стокса не только в координатах 

Эйлера, но и в переменных Лагранжа [8, 9]. Точное решение Стокса используется при объяс-

нении эффекта отсасывания жидкости на дне и воздействии волн на дно водоемов [3]. Вторая 

задача Стокса играет важную роль в теории гидродинамической устойчивости [10]. 

Чрезвычайно быстрое затухание колебательного возмущения можно объяснить ли-

нейностью второй задачи Стокса, которая прежде исходит из предположения о преобладании 

вязких сил над конвективным ускорением. С другой стороны, классическое течение Стокса 

является одномерным по скоростям. Иными словами, оно описывает нестационарный одно-

направленный поток жидкости в тригонометрическом базисе (базисе Фурье). В статье [11] 

было предложено точное решение для объяснения эффекта подсасывания жидкости при изо-

барическом течении, которое является сдвиговым. Характерная особенность этого решения 

заключается в том, что одна из компонент вектора скорости является постоянной. Таким об-

разом, несмотря на двухмерность рассматриваемого потока полученное точное решение  

в работах [10, 11] описывает также достаточно быстрое затухание параметрических колеба-

ний Стокса. Другими словами, изучается суперпозиция однонаправленных течений, которая 

определяет при подходящей замене координат и скоростей вновь однонаправленное колеба-

тельное движение вязкой жидкости. 

Подход нахождения точных решений для неоднородных изобарических сдвиговых 

течений вязкой несжимаемой жидкости начал развиваться в статьях (обобщение классиче-

ского потока Куэтта) [12, 13]. Основная трудность интегрирования уравнений Навье – Сток-

са при нулевом значении градиента и равенстве нулю одной из компонент скорости заключа-

ется в том, что система уравнений гидродинамики является переопределенной. Для квадра-

тично нелинейных переопределенных систем уравнений в частных производных построение 

точных решений, отличных от тривиальных, является очень трудной задачей. Первые точные 

решения для неоднородных сдвиговых потоков вязкой несжимаемой жидкости были пред-

ложены в статьях [12–15]. 

В работе [13] было построено семейство точных решений, описывающих усиление 

колебаний волн Стокса в вязкой несжимаемой вертикально завихренной жидкости. Верти-

кальная компонента завихренности в работе [13] описывается установившимся профилем, то 

есть ее точное решение не зависит от времени, а одномерное уравнение типа теплопроводно-

сти редуцируется к простейшему обыкновенному линейному дифференциальному уравне-

нию второго порядка. Подчеркнем, что вертикальная закрутка в жидкости обусловлена не 

вращением, а способом передачи импульса [12–15]. Точные решения уравнений Навье – 

Стокса, анонсированные в работах [12–15], позволяют исследовать крупномасштабные про-

тивотечения, усиление скоростей и существование застойных зон в Мировом океане в при-

ближении тонкого слоя.  

К настоящему времени остается открытым вопрос о влиянии градиентов давления на 

формирование застойных точек и усиление колебаний в потоке жидкости, описанных в ста-

тьях [12–15]. В настоящей работе приведено точное решение, описывающее нелинейную су-

перпозицию течений Стокса и Пуазейля 
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2. Постановка задачи 

Сдвиговое неоднородное градиентное течение вязкой несжимаемой жидкости описы-

вается следующей системой уравнений [12, 13]: 

2 2 2

2 2 2

x x x x x x
x y

V V V V V VP
V V

t x y x x y z

      
       

       
, 

2 2 2

2 2 2

y y y y y y

x y

V V V V V VP
V V

t x y y x y z

      
               

, 

0
P

z





, 

0
yx

VV

x y


 

 
 .     (1) 

В системе (1), состоящей из уравнений Навье – Стокса и уравнения непрерывности 

(несжимаемости), введены следующие стандартные обозначения: Vx, Vy – компоненты 

вектора скорости; ν – кинематическая (молекулярная) вязкость жидкости; P – давление, 

деленное на постоянную плотность жидкости. 

Для исследования течений в горизонтальном бесконечном слое вязкой несжимаемой 

жидкости сформулируем граничные условия. На нижней границе слоя жидкости z = 0 заданы 

вибрации: 

 cosxV W t y   , 

 sinyV W t  .  (2) 

На верхней границе (например, на границе океана и атмосферы) заданы касательные 

напряжения, равные нулю: 

0
yx

VV

z z


 

 
.      (3) 

Использование граничных условий (2) и (3) означает, что при описании течений 

жидкости в тонком слое можно пренебречь деформацией свободной поверхности и 

неровностью дна. В этом случае свободная верхняя граница описывается уравнением 

плоскости z = h, параллельной дну z = 0. Здесь h – толщина слоя жидкости. 

Что касается граничного условия для давления, то в этой работе мы ограничимся 

заданием атмосферного давления на границе z = h, а также горизонтальных градиентов 

давления 1

P
P

x





 и 
2

P
P

y





, которые постоянны по толщине слоя жидкости. Заметим, что в 

статье изучается колебание жидкости не в полупространстве, а в полосе, ограниченной 

двумя недеформируемыми границами. Как было показано в работах [2, 10], для классической 

второй задачи Стокса качественные эффекты для полупространства аналогичны свойствам 

решений для колебаний в бесконечном горизонтальном слое. 
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3. Точное решение 

Точное решение системы уравнений гидродинамики вязкой несжимаемой жидкости (1),  

в силу граничных условий (2) и (3) (краевой режим), будем искать в следующем виде [12–15]: 

 ,xV U z t y  , 

  ,yV V z t , (4) 

      1 2P S g h z xP t yP t     .  (5) 

Данное точное решение (4), (5) принадлежит классу Линя – Сидорова – Аристова [2, 12–15]. 

Здесь поле скорости и поле давления описываются линейными формами, обладающими ши-

роким функциональным произволом для описания течений жидкости в точной постановке. 

Функциональный произвол определяется коэффициентами форм (4), (5).  

Здесь 
y x

V V

x y

 
  

 
 – вертикальная компонента завихренности жидкости, которая 

принимает постоянное значение по толщине слоя жидкости в силу выбора точного решения 

(4), (5) для уравнений Навье – Стокса; S – атмосферное давление на границе z = h; g – уско-

рение свободного падения. Отметим, что если в формулах (4) положить Ω = 0, то точное ре-

шение (4), (5) было рассмотрено для описания конвективных потоков [16]. Такие потоки 

описываются однородным полем скоростей. Они находят применение для описания различ-

ных природных и технологических процессов [16–19]. Учет неоднородности для поля скоро-

стей существенно усложняет изучение структуры гидродинамических полей. Отметим, что в 

статьях [17–19] приведены алгоритмы для тиражирования и обобщения точного решения (4), 

(5) для переопределенной системы уравнений (1). 

Подставим класс точных решений (4), (5) в систему уравнений Навье – Стокса и 

уравнения непрерывности (неразрывности) (1), получим уравнения для определения 

неизвестных функций: 

2

22

V V
P

t z

 
  

 
, 

2

12

U U
P V

t z

 
   

 
.      (6) 

Уравнения (6) являются простейшими параболическими уравнениями размерности 

(1 + 1) типа одномерных уравнений теплопроводности. Они значительно проще, чем 

исходная сильно нелинейная система уравнений (1). Отметим, что при выводе системы (6) 

третье и четвертое уравнения в системе (1) тождественно удовлетворяются из-за структуры 

поля скоростей и поля давления (4) и (5). Уравнения (6) получены подстановкой формул (4) 

и (5) в систему (1) и применением метода неопределенных коэффициентов [12–16]. 

4. Стационарные движения жидкости  

Исследуем для начала стационарное решение (уставившееся течение жидкости) 

системы (6), которая преобразуется к системе обыкновенных дифференциальных уравнений 

четвертого порядка: 
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2

22

d V
P

dz
  , 

2

12

d U
V P

dz
    .       (7) 

Последовательное интегрирование уравнений (7) с использованием граничных 

условий (2) и (3) позволяет получить следующее полиномиальное поле скоростей (4): 

  22
sin

2

z z h P
V W


 


, 

  
  2 2

1 2

2

12 12 sin 2 4
cos 2

24

P W z hz h P
U W z z h

     
  


.  (8) 

В выражениях для скоростей (8) использована формальная замена α = ωt, чтобы 

единообразно записать граничное условие (3) для стационарных и нестационарных 

движений вязкой несжимаемой жидкости.  

Перейдем к анализу полиномиального решения для скорости Vy = V. Движение в 

направлении оси ординат Oy представляет собой хорошо известное течение Пуазейля с 

одной застойной точкой, в которой скорость V обращается в нуль. Единственный нуль у 

полинома V существует при выполнении неравенства 

2

2sin sin 0
2

h P
W W

 
   

 
.     (9) 

Таким образом, если для управляющих параметров W, α, h, ν и заданного градиента 

давления P2 выполняется неравенство (9), то в жидкости в направлении оси Oy возникают 

противотечения, характеризующиеся монотонным профилем скорости. Другими словами, 

усиления скорости относительно граничных возмущений потока не происходит. 

Течение вдоль оси Ox имеет более сложную структуру. Исследование спектральных 

свойств полинома U показывает, что он может принимать нулевые значения не более чем в 

двух точках. Единственный корень у полинома U для поля скоростей (8) существует тогда и 

только тогда, когда для управляющих параметров выполнено неравенство 

2 2 2 4

1 2

2

24 cos 12 sin 12 5
cos 0

24

W h W h P h P
W

       
  

 
.   (10) 

При выполнении неравенства (10) у полинома U существует единственный 

экстремум, который по модулю всегда превосходит значение скорости W (происходит 

усиление скоростей). Таким образом, генерация противотечений всегда сопровождается 

локальным экстремумом, который может при определенных значениях управляющих 

параметров краевой задачи стать глобальным, а течение жидкости в этом случае 

локализуется вблизи границ слоя. 

Единственный экстремум также имеет место, если у полинома U существует два 

корня. Два нулевых значения существуют, если параметры задачи удовлетворяют системе 

неравенств 
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2 2 2 4

1 2

2

24 cos 12 sin 12 5
cos 0

24

W h W h P h P
W

       
  

 
, 

  2 2

2 1 23 12 5 0P h P P h P       .    (11) 

Если приравнять к нулю вертикальную компоненту завихренности жидкости, то 

система неравенств (11) не имеет решений, а неравенство (10) с точностью до градиента P2 

принимает вид (9). Это означает, что при отсутствии в жидкости вертикального вихря 

течение в обоих направлениях будет иметь тип Пуазейля. Иными словами, первопричиной 

усиления скоростей в жидкости является наличие неоднородности у поля скоростей (4), а 

градиенты давления могут влиять только количественно на экстремум удельной 

кинетической энергии  

 2 21

2
x yE V V  , 

нормированной на плотность жидкости.  

Проанализируем распределение кинетической энергии относительно толщины слоя  

в сечении y = 0. Функция E будет принимать только одно нулевое значение в точке, где 

совпадают нули полиномов U и V. Эта точка определяет слой, в котором жидкость 

замедляется, а затем вновь начинает разгоняться. В этом случае у кинетической энергии 

существует три экстремума (рис. 1), если вертикальная компонента завихренности отлична 

от нуля.  

 

 

Рис. 1. Профиль кинетической энергии, характеризующий наличие мгновенной остановки 

жидкости и возможность усиления колебаний 
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Рис. 2. Профиль кинетической энергии с застойной точкой при нулевом  

значении вертикальной компоненты завихренности, иллюстрирующий  

невозможность усиления волн Стокса 

При дальнейшем изменении параметров число экстремумов будет определяться 

немонотонностью профиля U, но их всегда будет не больше трех. Если профили скоростей U 
и V подобны, то у кинетической энергии нулевая точка существует, а экстремума не 

наблюдается. Этот случай реализуется, если положить в (8) Ω = 0 (рис. 2). Аналогичные 

профили кинетической энергии будут и при других значениях координаты y. 

5. Описание колебаний жидкости  

Для описания колебаний вязкой несжимаемой жидкости, задаваемых граничными 

условиями (2) и (3), будем искать точное решение системы (6) в виде [18, 19] 

   1 2cos sinU U z t U z t    , 

   1 2cos sinV V z t V z t    , 

1 1 2cos sinP S t S t    , 

2 3 4cos sinP S t S t    .      (12) 

Подставляя данные выражения (12) для скоростей и давления в систему (6), получим 

систему для вычисления функций U1, U2, V1, V2:  

2

1
3 22

V
S V

z


  


, 

 
2

2
4 12

V
S V

z


  


,  (13) 
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2

1
1 2 12

U
S U V

z


   


, 

 
2

2
2 1 22

U
S U V

z


   


.  (14) 

Системы (13), (14), состоящие из двух изолированных подсистем типа Экмана [2], 

имеют аналитическое решение [13, 15]. После интегрирования подсистемы (13) получим 

точное решение для амплитуд V1, V2: 

   2 4
1 1 cosh sinh( ) sinh( ) cos

2 2

C C
V C kz kz kz kz

k k

 
    
   

   2 4 4
3 2

cosh( ) sinh cosh( ) sin
2 2 2

C C S
kz C kz kz kz

k k k

 
    

 
, 

   2 4
2 3 cosh sinh( ) sinh( ) cos

2 2

C C
V C kz kz kz kz

k k

 
    
   

   2 4 4
3 2

cosh( ) sinh cosh( ) sin
2 2 2

C C S
kz C kz kz kz

k k k

 
     

 
.  

Подставив амплитуды V1 и V2 в подсистему (14), проинтегрировав эту подсистему, 

получим точное решение для U1, U2, которое является достаточно громоздким. В настоящей 

статье оно не будет приведено, поскольку может быть легко получено. С интегрированием 

подобных систем можно ознакомиться в статьях [13, 15], где приведено точное решение для 

амплитуд V1 и V2, выражающееся через дисперсионное соотношение 2

2
k





. 

Исследование амплитуд (огибающих) скоростей нестационарного решения (12), 

определяемых системой (14), аналогично исследованию стационарного решения (8). Анализ 

этого решения показывает, что зависимость кинетической энергии потока жидкости от 

времени для каждого фиксированного значения z и y качественно совпадает с профилем, 

представленным на рис. 1. Таким образом, задание возмущения на границе слоя вертикально 

завихренной жидкости сначала разгоняет жидкость, затем тормозит, а дальнейший разгон 

жидкости сопровождается усилением колебаний относительно граничных вибраций. 

Отметим, что если зафиксировать некоторый момент времени, то в жидкости по толщине 

слоя будет регистрироваться профиль, изображенный на рис. 1. Следовательно, усиление 

колебаний вязкой несжимаемой жидкости обладает пространственной и временной 

протяженностью. Подчеркнем еще раз, что увеличение амплитуды колебаний в жидкости 

происходит из-за вихря, ориентированного поперек слоя, а влияние горизонтальных 

градиентов давления может только увеличить значение экстремума, но не сформировать 

такой режим течения жидкости. 

Отметим, что при построении точного решения системы учитываются экспоненциальные 

слагаемые вида exp(kz). Поскольку рассматривается слой конечной толщины, то функция exp(kz) 

не обращается в бесконечность относительно переменной z. Учет всех экспоненциальных 

слагаемых без учета вертикальной компоненты завихренности, как показывает анализ точного 

решения, не обеспечивает усиления колебаний.  
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6. Заключение 

В статье предложено новое точное решение уравнений Навье – Стокса для исследова-

ния второй задачи Стокса для вертикально завихренной жидкости. При нахождении точного 

решения учитывались горизонтальные градиенты давления. Оно построено в классе Линя – 

Сидорова – Аристова. Показано, что при учете пространственного ускорения (вертикальной 

закрутки) в жидкости возникают застойные точки, приводящие к противотечениям, и реали-

зуется способ переноса импульса в несжимаемой среде, приводящий к усилению граничных 

периодических возмущений. Таким образом, классическая вторая задача Стокса с однород-

ным полем скоростей не может описывать усилений волн в вязкой несжимаемой жидкости. 
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