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The paper presents an exact analytical solution to the Stokes equations, which models  

a creeping flow of a viscous incompressible fluid in a horizontal layer with locally permeable 

boundaries. On the upper and lower planes, the normal velocity varies sinusoidally along the trans-

verse coordinate; the integral flux through any cross-section is zero, thus ensuring a balance  

between injection and suction. The continuity equation yields a linear dependence of the longitudi-

nal velocity on the streamwise coordinate, which is incorporated into the boundary conditions  

as linear functions with unknown coefficients. The resulting flow is a quasi-three-dimensional  

generalization of the classical Couette flow. The method of separation of variables is used to derive 

closed-form expressions for all the velocity components. The pressure is uniform throughout the 

domain, meaning that the motion is governed solely by viscous stresses and boundary kinematics. 

The behavior of the solution is analyzed, i.e., the normal velocity decays exponentially from the 

boundaries toward the mid-plane, while the longitudinal velocity contains a term proportional  

to the product of the streamwise coordinate, the permeability parameter, and the hyperbolic sine of 

the vertical coordinate. Limiting cases are examined, namely impermeable boundaries (classical 

Couette flow), thin and thick layers. Additionally, cases with different translational velocities  

of the plates and transverse shear parameters are studied. The only nonzero vorticity component and 

the shear stress on the plates are calculated. Visualization is performed for parameters typical  

of microfluidic devices (glycerin, layer thickness 1 mm). The solution can serve as a benchmark test 

for numerical methods intended to simulate flows with permeable boundaries and balanced mass 

exchange, as well as to analyze microhydrodynamic systems. 

Keywords: Stokes equations, exact solution, permeable boundaries, zero net flux, balanced mass 

exchange, Couette flow, quasi-three-dimensional flow, viscous incompressible fluid 
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Представлено точное аналитическое решение уравнений Стокса, моделирующее пол-

зущее течение вязкой несжимаемой жидкости в горизонтальном слое с локально проницае-

мыми границами. На верхней и нижней плоскостях нормальная скорость изменяется по си-

нусоидальному закону вдоль поперечной координаты; при этом интегральный поток через 

любое сечение равен нулю, что обеспечивает баланс вдува и отсоса. Уравнение неразрывно-

сти порождает линейную зависимость продольной скорости от продольной координаты, ко-

торая закладывается в граничные условия как линейные функции с неизвестными коэффици-

ентами. Получаемое течение является квазитрехмерным обобщением классического течения 

Куэтта. В ходе решения методом разделения переменных получены замкнутые выражения 

для всех компонент поля скорости. Давление оказывается постоянным во всей области, то 

есть движение определяется исключительно вязкими напряжениями и кинематикой границ. 

Проанализировано поведение решения: показано экспоненциальное затухание нормальной 

скорости от границ к центру слоя; продольная скорость содержит слагаемое, пропорцио-

нальное произведению продольной координаты, параметра проницаемости и гиперболиче-

ского синуса вертикальной координаты. Рассмотрены предельные переходы: отсутствие 

проницаемости (классическое течение Куэтта), тонкий и толстый слои. Отдельно исследова-

ны случаи с различными скоростями поступательного движения пластин и параметрами по-

перечного сдвига. Вычислены единственная ненулевая компонента завихренности и каса-

тельное напряжение на пластинах. Выполнена визуализация для параметров, характерных 

для микрофлюидных устройств (глицерин, толщина слоя – 1 мм). Решение может служить 

эталонным тестом для численных методов, предназначенных для моделирования течений с 

проницаемыми границами и сбалансированным массообменом, а также для анализа микро-

гидродинамических систем. 

Ключевые слова: уравнения Стокса, точное решение, проницаемые границы, нулевой сум-

марный поток, сбалансированный массообмен, течение Куэтта, квазитрехмерное течение, 

вязкая несжимаемая жидкость 
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1. Введение 

Исследование точных решений уравнений Навье – Стокса и их приближения для ма-

лых чисел Рейнольдса (уравнений Стокса) является одним из фундаментальных направлений 

гидродинамики [1, 2]. Классические решения для течений между параллельными пластина-

ми, такие как течение Куэтта [3] и Пуазейля, предполагают непроницаемость границ и одно-

родность поля скорости вдоль продольной координаты. Однако во многих приложениях – 

микрофлюидных устройствах, мембранных технологиях, процессах фильтрации – границы 

являются проницаемыми, что приводит к локальному массообмену между слоем и окружа-

ющей средой. Первые точные решения для каналов с пористыми стенками были получены 

Берманом [4] и Юаном [5]; в них проницаемость предполагалась однородной, а суммарный 

поток через стенки – отличным от нуля. Эти результаты были впоследствии обобщены для 

различных режимов вдува и отсоса [6–8]. 

Отдельный интерес представляют течения со сбалансированным массообменом, когда 

локальный вдув на одних участках границы компенсируется отсосом на других, так что ин-

тегральный поток жидкости через любое горизонтальное сечение равен нулю. Такая ситуа-

ция возникает в замкнутых циркуляционных системах, микрофлюидных устройствах с мем-

бранами, а также при моделировании биологических жидкостей [9, 10]. В отличие от класси-

ческой задачи о замкнутой полости (с нулевой нормальной скоростью на всей границе), 

здесь границы локально проницаемы, но глобальный баланс массы сохраняется благодаря 

специальному распределению нормальной скорости. 

В последние годы активно развиваются методы построения точных решений для про-

странственно неоднородных течений [11–13]. Работы [14–16] посвящены течениям Куэтта – 

Пуазейля с неоднородными граничными условиями. В работах [17, 18] исследованы трех-

мерные стационарные течения вязкой жидкости, допускающие точные решения. Общие под-

ходы к классификации точных решений уравнений Навье – Стокса изложены в монографиях 

[19, 20]. 

Значительный прогресс достигнут в описании слоистых течений с проницаемыми 

границами. В работе [21] построены точные решения для неоднородных изобарических вер-

тикальных вихревых течений в областях с проницаемыми границами. Нелинейные градиент-

ные течения вертикально завихренной жидкости в тонком слое изучены в работе [22]. Даль-

нейшее развитие эти результаты получили в работе [23], где рассмотрено нелинейное изоба-

рическое течение в тонком слое с проницаемыми границами, что важно для приложений в 

микрофлюидике. 

Новые классы точных решений уравнений Навье – Стокса с экспоненциальной зави-

симостью скорости от двух пространственных координат предложены в работе [24]. Это 

направление позволяет моделировать течения с локализованными возмущениями. Крупно-

масштабные течения завихренной вязкой несжимаемой жидкости исследованы в работе [25]; 

показано, что такие решения могут описывать вихревые структуры в геофизических и техно-

логических приложениях. Неоднородные течения Куэтта, включающие линейную зависи-

мость скорости от поперечной координаты, проанализированы в работе [26]. 

Современные исследования также выявили новые эффекты, такие как осцилляции 

вектора полного момента импульса в вязкой жидкости [27] и осцилляции вектора полного 

кинематического импульса [28]. Эти эффекты демонстрируют богатство динамики, описыва-

емой точными решениями, и стимулируют дальнейший поиск аналитических представлений 

для сложных течений. 

Важный класс точных решений составляют нестационарные слоистые вихревые тече-

ния. В работе [29] получены решения для нестационарных слоистых вихревых потоков, де-

монстрирующие сложную пространственно-временную динамику. Трехмерные нестацио-

нарные изобарические течения вязкой несжимаемой жидкости изучены в работе [30]; эти 

решения обобщают классические результаты на случай нестационарности и трехмерности. 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2026 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

79 

 

 

Gubareva K. V., Prosviryakov E. Yu. AN exact solution to the stokes equations for a layer with locally permeable bounda-

ries and a zero net flux: a quasi-three-dimensional generalization of the Couette flow // Diagnostics, Resource and Mechan-

ics of materials and structures. – 2026. – Iss. 4. – P. 74–87. – DOI: 10.17804/2410-9908.2026.4.074-087. 

 

Цель настоящей работы – построить точное решение уравнений Стокса для слоя с ло-

кально проницаемыми границами, обеспечивающее нулевой суммарный поток через любое 

сечение, и провести детальный анализ структуры течения. Полученное решение является 

квазитрехмерным обобщением классического течения Куэтта и содержит параметр, управ-

ляющий интенсивностью локального массообмена. 

2. Постановка задачи 

Рассматривается стационарное течение вязкой несжимаемой ньютоновской жидкости 

в бесконечном горизонтальном слое, ограниченном двумя параллельными плоскостями z = 0 

и z = h. Декартова система координат выбрана так, что ось x направлена вдоль пластин, ось  

y – поперек пластин, ось z – по нормали к границам. 

Поле скорости ищется в виде, допускающем трехмерность, но с нулевой поперечной 

компонентой: 

 𝑉⃗ = (𝑉𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧),  0,  𝑉𝑧(𝑦, 𝑧)). (1) 

Предположение Vy = 0 и независимость Vz от x упрощают математическую структуру, 

сохраняя при этом квазитрехмерный характер течения за счет зависимости Vx от x. 

Уравнения движения в приближении Стокса (малые числа Рейнольдса) имеют вид 

 μ∇2𝑉⃗ = ∇𝑝, ∇ ⋅ 𝑉⃗ = 0, (2) 

где μ – динамическая вязкость, p – давление. 

Требуется, чтобы поток жидкости через любое горизонтальное сечение был равен нулю: 

 ∫ 𝑉𝑧
𝑦2

𝑦1
(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑦 = 0∀𝑧 ∈ [0, ℎ]. (3) 

Здесь [y1, y2] – произвольный интервал по y, на котором задано распределение прони-

цаемости. Условие (3) допускает локальную проницаемость (Vz ≠ 0 на границах), но запре-

щает накопление или убыль массы в системе. 

Для решения краевой задачи сформулируем граничные условия. Из уравнения нераз-

рывности ∇ ⋅ 𝑉⃗ = 0 с учетом вида поля скорости (1) получаем 
∂𝑉𝑥

∂𝑥
= −

∂𝑉𝑧

∂𝑧
. Поскольку Vz не 

зависит от координаты x, правая часть этого равенства является функцией только y и z. Инте-

грирование по x приводит к линейной зависимости продольной скорости от x: 

𝑉𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑈(𝑦, 𝑧) + 𝑥 𝑓(𝑦, 𝑧), 

где U(y, z) и f(y, z) – неизвестные функции, подлежащие определению. Такая же линейная 

структура должна выполняться и на границах слоя. Поэтому граничные условия для про-

дольной скорости на пластинах z = 0 и z = h естественно задать в виде линейных функций по 

x с неизвестными функциями ɡ0(y) и ɡ1(y): 

 {
𝑉𝑥(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑊0 + 𝑦Ω0 + 𝑥 ⋅ 𝑔0(𝑦),

𝑉𝑥(𝑥, 𝑦, ℎ) = 𝑊1 + 𝑦Ω1 + 𝑥 ⋅ 𝑔1(𝑦),
 (4) 

где W0, W1 – скорости поступательного движения пластин, Ω0, Ω1 – параметры поперечного 

сдвига (линейное изменение скорости вдоль y), а функции ɡ0(y) и ɡ1(y) определяются из 

условия совместности с полем скорости внутри слоя. Физически такие условия могут моде-

лировать активные поверхности с распределенными микронасосами или деформируемые 

мембраны. 
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Нормальная компонента скорости на границах задается как 

 𝑉𝑧(𝑦, 0) = 𝑉𝑧(𝑦, ℎ) = β sin (
π(𝑦 − 𝑦1)

𝐿
) , 𝐿 = 𝑦2 − 𝑦1, (5) 

где β – параметр интенсивности локального массообмена (размерность скорости). Синусои-

дальное распределение обеспечивает выполнение условия (3), поскольку интеграл от синуса 

по периоду равен нулю. 

3. Точное решение 

Представим продольную скорость в виде 

 𝑉𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑈(𝑦, 𝑧) + 𝑥 ⋅ 𝑓(𝑦, 𝑧). (6) 

Подстановка (6) в уравнение неразрывности ∇ ⋅ 𝑉⃗ = 0 дает 

 𝑓(𝑦, 𝑧) = −
∂𝑉𝑧

∂𝑧
. (7) 

Выберем нормальную скорость, удовлетворяющую выражению (5) и условию (3), в 

виде 

 𝑉𝑧(𝑦, 𝑧) = β sin (
π(𝑦 − 𝑦1)

𝐿
) ⋅ Φ(𝑧), (8) 

где функция Φ(z) подлежит определению. Тогда из уравнения (7) следует 

 𝑓(𝑦, 𝑧) = −β sin (
π(𝑦 − 𝑦1)

𝐿
) ⋅ Φ′(𝑧). (9) 

Подставим выражение (6) в x-компоненту уравнений Стокса (2). Учитывая, что левая 

часть линейно зависит от x, давление можно представить как p = p0(y, z) + x ∙ p1(y, z). Прирав-

нивая коэффициенты при одинаковых степенях 𝑥, получаем два уравнения: 

 μ (
∂2𝑈

∂𝑦2 + 
∂2𝑈

∂𝑧2) = 𝑝1(𝑦, 𝑧), (10) 

 μ (
∂2𝑓

∂𝑦2 + 
∂2𝑓

∂𝑧2) = 0. (11) 

Подстановка выражения (9) в уравнение (11) приводит к обыкновенному дифферен-

циальному уравнению для Φ(z): 

 −(
π

𝐿
)
2

Φ(𝑧) + Φ′′(𝑧) = 0. (12) 

Общее решение имеет следующий вид (12): 

 Φ(𝑧) = 𝐶1cosh (
π𝑧

𝐿
) + 𝐶2sinh (

π𝑧

𝐿
). (13) 

Используя граничные условия (5), т. е. Φ(0) = Φ(h) = 1, находим константы: 

𝐶1 = 1, 𝐶2 = −tanh (
πℎ

2𝐿
). 
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Окончательно имеем: 

 Φ(𝑧) =
cosh[

π

𝐿
(
ℎ

2
 − 𝑧)]

cosh(
πℎ

2𝐿
)

. (14) 

Функция Φ(z) четна относительно середины слоя z = h/2 и монотонно убывает от 1 

при z = 0 до sech(πh/2L) при z = h/2, затем симметрично возрастает до 1 при z = h. 

Нормальная компонента скорости принимает вид 

 𝑉𝑧(𝑦, 𝑧) = β sin (
π(𝑦 − 𝑦1)

𝐿
) ⋅

cosh[
π

𝐿
(
ℎ

2
 − 𝑧)]

cosh(
πℎ

2𝐿
)

. (15) 

Граничные условия (4) с учетом (6) принимают вид 

𝑈(𝑦, 0) + 𝑥𝑓(𝑦, 0) =  𝑊0 + 𝑦Ω0 + 𝑥𝑔0(𝑦),
𝑈(𝑦, ℎ) + 𝑥𝑓(𝑦, ℎ) =  𝑊1 + 𝑦Ω1 + 𝑥𝑔1(𝑦).

 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получаем 

 𝑈(𝑦, 0) = 𝑊0 + 𝑦Ω0, 𝑈(𝑦, ℎ) = 𝑊1 + 𝑦Ω1, (16) 

 𝑔0(𝑦) = 𝑓(𝑦, 0), 𝑔1(𝑦) = 𝑓(𝑦, ℎ). (17) 

Для простоты и сохранения линейной структуры решения положим p1(y, z) = 0 в урав-

нении (10). Тогда U(y, z) удовлетворяет уравнению Лапласа: 

 
∂2𝑈

∂𝑦2 +
∂2𝑈

∂𝑧2 = 0. (18) 

Решение (18) с граничными условиями (16) имеет вид линейного профиля: 

 𝑈(𝑦, 𝑧) = 𝑊0 + (𝑊1 − 𝑊0)
𝑧

ℎ
+ 𝑦 [Ω0 + (Ω1 − Ω0)

𝑧

ℎ
]. (19) 

Функции ɡ0(y) и ɡ1(y) находятся из выражений (17), (9) и (14): 

 𝑔0(𝑦) = β 
π

𝐿
tanh (

πℎ

2𝐿
) sin (

𝜋(𝑦 − 𝑦1)

𝐿
) ,  𝑔1(𝑦) = −β 

π

𝐿
tanh (

πℎ

2𝐿
) sin (

π(𝑦 − 𝑦1)

𝐿
). (20) 

Из выражения (20) видно, что функции ɡ0(y) и ɡ1(y) имеют ту же синусоидальную 

форму, что и нормальная скорость на границах (5), причем ɡ1(y) = −ɡ0(y). Их амплитуда про-

порциональна параметру проницаемости β, обратной длине L
−1

 и множителю tanh(πh/(2L)).  

В пределе β → 0 влияние обеих функций исчезает, и течение сводится к классическому тече-

нию Куэтта. Уменьшение L усиливает локализацию эффектов вблизи границ зон вдува и от-

соса. Увеличение толщины слоя h усиливает амплитуду до насыщения при h ≫ L. Выбранная 

синусоидальная форма не ограничивает общности: любая функция с нулевым средним на 

периоде (например, суперпозиция синусоид или локализованные возмущения) приведет к 

аналогичной квазитрехмерной структуре, причем более высокие пространственные гармони-

ки усиливают поперечные градиенты продольной скорости. Таким образом, форма функций 

ɡ0 и ɡ1 непосредственно отражает геометрию и интенсивность массообмена на границах. 

Подставляя выражения для скорости (19) и (9) в формулу (6), получаем полное поле 

скорости: 
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 𝑉𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑊0 + (𝑊1 − 𝑊0)
𝑧

ℎ
+ 𝑦 [Ω0 + (Ω1 − Ω0)

𝑧

ℎ
] +  

 + β𝑥 
π

𝐿
⋅
sinh[

π

𝐿
(
ℎ

2
 − 𝑧)]

cosh(
πℎ

2𝐿
)

⋅ sin (
π(𝑦 − 𝑦1)

𝐿
), (21) 

 𝑉𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, 

 𝑉𝑧(𝑦, 𝑧) = β sin (
π(𝑦 − 𝑦1)

𝐿
) ⋅

cosh[
π

𝐿
(
ℎ

2
 − 𝑧)]

cosh(
πℎ

2𝐿
)

. 

Решение (21) точно удовлетворяет уравнениям Стокса (2), условию несжимаемости, 

условию нулевого суммарного потока (3) и модифицированным граничным условиям (4) при 

любых значениях x, y, z. 

Из уравнений Стокса (2) с учетом найденного поля скорости можно определить дав-

ление. Анализ всех трех компонент уравнений (2) показывает: ∂p/∂y = 0 (y-компонента);  

с учетом (12) ∂p/∂z = 0 (z-компонента); при ∇2Vx = 0 (что следует из уравнения (10) при p1 = 0 

и уравнения (11)) ∂p/∂x = 0 (x-компонента). 

Таким образом, давление постоянно во всем объеме: p = const. Это означает, что тече-

ние полностью определяется вязкими напряжениями и кинематическими условиями на гра-

ницах, без участия градиентов давления. 

Параметр β управляет интенсивностью локального массообмена: 

- при β = 0 Vz ≡ 0, Vx не зависит от x – получается классическое обобщенное течение 

Куэтта (плоскопараллельное течение с линейным профилем); 

- при β ≠ 0 возникают локальные вдувы (Vz ˃ 0) и отсосы (Vz ˂ 0), скомпенсированные 

по поперечной координате y. 

Глобальный баланс массы сохраняется при любом β благодаря синусоидальному рас-

пределению (5). 

Зависимость Vx от координаты x является прямым следствием уравнения неразрывно-

сти при наличии неоднородной нормальной скорости. Из уравнения (7) следует, что 

∂𝑉𝑥

∂𝑥
= −

∂𝑉𝑧

∂𝑧
≠ 0, 

поэтому течение принципиально квазитрехмерно. Этот эффект может быть использован для 

управления структурой потока в микрофлюидных устройствах [9, 10]. 

Далее рассмотрим физически содержательные предельные случаи. 

1. Отсутствие проницаемости (β = 0): Vx = W0 + (W1 – W0)z/h + y[Ω0 + (Ω1 − Ω0)z/h], Vz = 0 – 

классическое течение Куэтта [3]. 

2. Тонкий слой (h/L ≪ 1): Φ(z) ≈ 1,  Φ'(z) ≈ 0. Нормальная скорость почти постоянна по 

толщине: Vz ≈ βsin(π(y – y1)/L), влияние на Vx пренебрежимо мало. 

3. Толстый слой (h/L ≫ 1): Φ(z) ≈ exp(π/L│h/2 − z│) – экспоненциальное затухание нор-

мального потока к центру слоя. Эффекты проницаемости сосредоточены в тонких присте-

ночных областях. 

Единственная ненулевая компонента вектора завихренности ω⃗⃗ = ∇ × 𝑉⃗  направлена 

вдоль оси y: 

 ω𝑦 =
∂𝑉𝑥

∂𝑧
−

∂𝑉𝑧

∂𝑥
=

𝑊1−𝑊0

ℎ
+ 𝑦

Ω1−Ω0

ℎ
+ β𝑥 (

π

𝐿
)
2 cosh[

π

𝐿
(
ℎ

2
 − 𝑧)]

cosh(
πℎ

2𝐿
)

sin (
π(𝑦 − 𝑦1)

𝐿
). (22) 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2026 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

83 

 

 

Gubareva K. V., Prosviryakov E. Yu. AN exact solution to the stokes equations for a layer with locally permeable bounda-

ries and a zero net flux: a quasi-three-dimensional generalization of the Couette flow // Diagnostics, Resource and Mechan-

ics of materials and structures. – 2026. – Iss. 4. – P. 74–87. – DOI: 10.17804/2410-9908.2026.4.074-087. 

 

Для ньютоновской жидкости касательное напряжение на площадках, нормальных к 

оси z, определяется законом Ньютона: 

 τ𝑧𝑥 = μ
∂𝑉𝑥

∂𝑧
= μ [

𝑊1− 𝑊0

ℎ
+ 𝑦

Ω1− Ω0

ℎ
+ β𝑥 (

π

𝐿
)
2 cosh[

π

𝐿
(
ℎ

2
 − 𝑧)]

cosh(
πℎ

2𝐿
)

sin (
π(𝑦 − 𝑦1)

𝐿
)]. (23) 

4. Результаты и обсуждение 

Для визуализации полученного решения проведены расчеты в пакете Matlab с пара-

метрами, соответствующими микрофлюидному масштабу: толщина слоя h = 1 мм, ширина 

области по y L = 2 мм, вязкость жидкости (глицерин) μ = 1,5 Па·с, плотность ρ = 1260 кг/м³. 

Число Рейнольдса Re = (ρ max(W0, W1)h)/μ ≈ 8,4 × 10
−4

, что полностью оправдывает исполь-

зование уравнений Стокса. Параметры сдвига пластин выбраны следующим образом: 

W0 = 0,5 мм/с, W1 = 1,0 мм/с, Ω0 = 2,0 с
−1

, Ω1 = −1,5 с
−1

. Параметр проницаемости β = 1,0 мм/с. 

Отметим, что в рассматриваемой постановке границы слоя представляют собой твер-

дые проницаемые пластины, свободная поверхность жидкости отсутствует, поэтому капил-

лярные эффекты не влияют на динамику течения. Для выбранных параметров (глицерин, μ = 

1,5 Па·с, σ ≈ 0,063 Н/м, U ⁓ 1 мм/с) число капиллярности Ca = μU/σ ≈ 0,024 ≪  1, что под-

тверждает доминирование вязких сил над поверхностным натяжением. 

 

 

а б 

Рис. 1. Профили продольной скорости Vx(z): при x = 1 мм для различных y, сравнение  

с классическим течением Куэтта (а); при y = L/2 для различных x (б) 

На рис. 1 представлены профили продольной скорости Vx(z) при фиксированном 

x = 1 мм для трех значений поперечной координаты y = L/4, L/2, 3L/4. Выбор x = 1 мм  

(отличного от нуля) обусловлен тем, что при x = 0 влияние проницаемости на продольную 

скорость исчезает, поскольку слагаемое, пропорциональное βx, обращается в нуль. Таким 

образом, именно при ненулевых x проявляется квазитрехмерный характер течения, связан-

ный с локальным массообменом. Пунктирными линиями показано классическое течение  

Куэтта (β = 0), сплошными – решение с проницаемыми границами. Видно, что влияние про-

ницаемости проявляется в отклонении профилей от линейной формы, причем знак отклоне-

ния зависит от знака sin(π(y – y1)/L)). На рис. 1 б показана зависимость профилей Vx(z) от ко-
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ординаты x при фиксированном y = L/2; линейный рост амплитуды отклонения при различ-

ных значениях x подтверждает структуру решения (21). 

Профили на рис. 1 количественно иллюстрируют вертикальные сечения векторных 

полей, показанных на рис. 3. Следует отметить, что рис. 1 отображает только продольную 

компоненту Vx, тогда как цветовая шкала на рис. 3 соответствует модулю полной скорости 

∣ 𝑉 ∣= √𝑉𝑥2 + 𝑉𝑧2. Сечение на рис. 1 б выполнено при y = L/2 (плоскость симметрии, где 

Vz = 0), поэтому там модуль скорости совпадает с │Vx│. На рис. 3 показаны сечения в зонах 

максимальной проницаемости (y = L/4 и 3L/4), где вклад нормальной компоненты Vz суще-

ственен. Положительные и отрицательные значения Vx на рис. 1 а для сечений y = L/4 и  

y = 3L/4 соответственно согласуются с направлением векторов скорости на рис. 3. 

На рис. 2 приведены поля скорости в плоскости (y, z) при x = 0. Контурный график Vx 

(рис. 2 а) демонстрирует линейную зависимость от y и z, обусловленную слагаемыми U(y, z). 

Поле Vz (рис. 2 б) не зависит от x и имеет характерную структуру: положительные значения в 

левой половине области (вдув) и отрицательные в правой (отсос), с максимумом на границах 

и затуханием к центру слоя. 

 

 

а б 

Рис. 2. Поля скорости в плоскости (y, z) при x = 0: Vx (а); Vz (б) 

На рис. 3 изображены векторные поля (Vx, Vz) в плоскости (x, z) для двух характерных 

сечений: y = L/4 (область вдува) и y = 3L/4 (область отсоса). В области вдува жидкость движет-

ся от нижней и верхней границ к центру, одновременно смещаясь вдоль оси x. В области отсо-

са, наоборот, жидкость стягивается к границам. Цветовая шкала отражает модуль скорости; 

одинаковые пределы для обоих подграфиков позволяют сравнить интенсивность течения. 

 

 

а б 

Рис. 3. Векторные поля (Vx, Vz) в плоскости (x, z) для сечений: y = L/4 (а); y = 3L/4 (б) 

Касательное напряжение τzx (рис. 4) также имеет квазитрехмерную структуру. В области 

вдува напряжение выше вблизи границ и ниже в области отсоса. Максимальные значения дости-

гаются при больших │x│ благодаря линейному росту третьего слагаемого в выражении (23). 
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Рис. 4. Касательное напряжение τzx в плоскости (x, z) для сечений: y = L/4 (а); y = 3L/4 (б) 

 

а б 

Рис. 5. Модуль скорости и линии тока в плоскости (x, z) для сечений: y = L/4 (а); y = 3L/4 (б) 

На рис. 5 представлены линии тока, наложенные на поле модуля скорости. В области 

вдува линии тока направлены от границ к центру, в области отсоса – от центра к границам. 

Форма линий отражает комбинацию продольного сноса и вертикального движения. 

5. Заключение 

Получено точное аналитическое решение уравнений Стокса для стационарного квази-

трехмерного течения вязкой несжимаемой жидкости в слое с локально проницаемыми гра-

ницами при нулевом суммарном потоке. Установлено, что давление постоянно, а квазитрех-

мерность поля скорости является кинематическим следствием неразрывности. Решение со-

держит параметр, управляющий интенсивностью массообмена, и в предельном случае пере-

ходит в классическое течение Куэтта. Проведенная визуализация подтверждает структуру 

течения и демонстрирует его основные особенности. Полученные результаты могут быть ис-

пользованы для верификации численных методов и моделирования микрофлюидных 

устройств. 
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