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An exact solution is obtained for the stationary flow of a viscous incompressible fluid 

between two infinite parallel plates, accounting for boundary permeability and the partial slip 

condition. The problem considers an asymmetric configuration where the Navier slip condition 

is specified on the lower plate and the classical no-slip condition is set on the upper plate,  

with a constant normal flow through both boundaries. The method of separation of variables 

with a linear ansatz in the transverse coordinate is used to derive an exact closed-form solution 

generalizing the classical Couette flow. Limiting cases corresponding to various physical  

situations are analized. Numerical simulation for water and mineral oil demonstrates the deci-

sive influence of the dimensionless parameter wh/ν on the flow structure, the distribution of  

velocity and shear stresses. The results are relevant for problems of the mechanics of fluids,  

microfluid systems, and hydrodynamic lubrication. They can be applied to the development  

of methodologies for predicting the behavior of fluid systems under extreme conditions. 

Keywords: Couette flow, permeable boundaries, Navier slip condition, exact solution, fluid me-

chanics, hydrodynamic modeling, microfluidics, shear flow 
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В работе представлено точное решение задачи о стационарном течении вязкой не-

сжимаемой жидкости между двумя бесконечными параллельными пластинами, учитываю-

щее проницаемость границ и условие частичного скольжения. Рассмотрена асимметричная 

конфигурация, где на нижней пластине задано условие скольжения Навье, а на верхней – 

классическое условие прилипания, при постоянном нормальном потоке жидкости через обе 

границы. Методом разделения переменных и линейного по поперечной координате анзаца 

получено точное решение в замкнутой форме, обобщающее классическое течение Куэтта. 

Проведен анализ предельных случаев, соответствующих различным физическим ситуациям. 

Численное моделирование для воды и минерального масла демонстрирует определяющее 

влияние безразмерного параметра wh/ν на структуру течения, распределение скорости и ка-

сательных напряжений. Результаты представляют интерес для задач механики жидкостей, 

микрофлюидных систем, гидродинамической смазки и могут быть использованы при разра-

ботке методик прогнозирования поведения жидкостных систем в экстремальных условиях. 

Ключевые слова: течение Куэтта, проницаемые границы, условие скольжения Навье, точ-

ное решение, механика жидкости, гидродинамическое моделирование, микрофлюидика 

1. Введение 

Исследование точных решений уравнений Навье – Стокса занимает центральное ме-

сто в теоретической гидродинамике и имеет фундаментальное значение для понимания ши-

рокого класса течений вязкой жидкости [1–3]. Эти решения не только служат эталоном для 

проверки численных методов и экспериментальных данных, но и позволяют выявить каче-

ственные закономерности, часто упускаемые при приближенных подходах. Классическое 

течение Куэтта, описывающее движение жидкости между параллельными пластинами, пред-

ставляет собой одну из базовых моделей в механике сплошных сред и находит применение  

в различных областях – от трибологии до микрофлюидики [4–6]. 
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Современные технологические задачи, связанные с проектированием высоконагру-

женных узлов трения, микрофлюидных устройств, систем охлаждения и фильтрации, требу-

ют учета сложных граничных условий, выходящих за рамки классической постановки [7–9]. 

В частности, проницаемость границ, обеспечивающая вдув или отсос жидкости, существен-

но изменяет структуру течения и характеристики переноса [10–12]. Одновременно в микро- 

и наномасштабных системах, а также при взаимодействии жидкостей с супергидрофобными 

поверхностями классическое условие прилипания может не выполняться, что требует введе-

ния условий скольжения [13–15]. Условие скольжения Навье, устанавливающее линейную 

зависимость между тангенциальной скоростью жидкости на границе и градиентом скорости, 

стало стандартным инструментом для моделирования подобных эффектов [16–18]. 

Актуальным направлением исследований является совместное рассмотрение прони-

цаемости границ и условий скольжения, что соответствует многим практическим ситуациям 

в механике и материаловедении [19–21]. Например, в задачах гидродинамической смазки  

с принудительной подачей смазочного материала одна поверхность может быть пористой 

(проницаемой) и характеризоваться частичным скольжением, в то время как другая остается 

гладкой с условием прилипания [22–24]. Такие конфигурации встречаются также в микро-

флюидных чипах с функционализированными поверхностями, мембранных технологиях  

и системах конвективного теплообмена [25–27]. 

В контексте развития методологий прогнозирования ресурса механизмов и конструк-

ций, работающих в экстремальных условиях, точные решения для течений с проницаемыми 

границами и скольжением представляют особую ценность [28–30]. Они позволяют устанав-

ливать аналитические зависимости между параметрами течения и характеристиками матери-

алов, что необходимо для создания комплексных моделей, учитывающих взаимовлияние 

гидродинамических, тепловых и деформационных процессов [31–33]. 

Целью настоящей работы является получение точного аналитического решения для 

стационарного неоднородного течения вязкой несжимаемой жидкости между двумя беско-

нечными параллельными пластинами с учетом постоянной нормальной скорости на границах 

и условия скольжения Навье на нижней пластине. Основные задачи исследования включают: 

математическую постановку краевой задачи, вывод точного решения методом разделения 

переменных с использованием анзаца, линейного по поперечной координате, анализ пре-

дельных случаев и численное исследование влияния физических параметров на структуру 

течения и распределение касательных напряжений. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим стационарное течение вязкой несжимаемой жидкости между двумя бес-

конечными параллельными пластинами, расстояние между которыми составляет h. Введем 

декартову систему координат (x, y, z), где ось x направлена вдоль пластин в направлении ос-

новного течения, ось y – вдоль пластин в поперечном направлении, ось z – перпендикулярно 

пластинам. Нижняя пластина расположена при z = 0, верхняя – при z = h. Обе пластины яв-

ляются проницаемыми, и через них происходит постоянный нормальный поток жидкости со 

скоростью w, где w > 0 соответствует вдуву, а w < 0 – отсосу. Пластины предполагаются бес-

конечными в направлениях x и y; краевыми эффектами на торцах пренебрегаем. В случае 

пластин конечных размеров представленная модель остается корректной в центральной об-

ласти течения, удаленной от боковых границ, где влияние концевых трехмерных эффектов 

пренебрежимо мало по сравнению с основным сдвиговым течением. 

Поле скорости ищем в виде 

 𝐕 = (𝑉𝑥(𝑦, 𝑧),0, 𝑤), (1) 
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что автоматически удовлетворяет уравнению неразрывности для несжимаемой жидкости  

∇ ⋅ 𝐕 = 0. 

Уравнение Навье – Стокса для стационарного течения в отсутствие массовых сил в 

проекции на ось x принимает вид 

 ρ𝑤
∂𝑉𝑥

∂𝑧
= −

∂𝑝

∂𝑥
+ μ (

∂2𝑉𝑥

∂𝑦2 +
∂2𝑉𝑥

∂𝑧2 ). (2) 

Рассматривается сдвиговое течение, вызванное заданными скоростями на границах и 

постоянным поперечным потоком, без наложения продольного градиента давления. Поэтому 

полагаем ∂p/∂x = 0, что соответствует классической задаче Куэтта и дает возможность изоли-

ровать эффекты проницаемости и скольжения, исключив одновременное влияние градиента 

давления. Тогда уравнение (2) упрощается: 

 ρ𝑤
∂𝑉𝑥

∂𝑧
= μ (

∂2𝑉𝑥

∂𝑦2 +
∂2𝑉𝑥

∂𝑧2 ). (3) 

На нижней пластине (z = 0) задано условие скольжения Навье: 

 𝑎
∂𝑉𝑥

∂𝑧
∣𝑧=0= 𝑉𝑥(𝑦, 0) − (𝑊0 + 𝑦Ω0), (4) 

где a ≥ 0 – коэффициент скольжения (имеющий размерность длины), W0 и Ω0 – заданные по-

стоянные, определяющие значение скорости жидкости на нижней границе (при z = 0). Физи-

чески условие (4) означает, что тангенциальная скорость жидкости на границе пропорцио-

нальна производной скорости по нормали. 

На верхней пластине (z = h) задано условие прилипания: 

 𝑉𝑥(𝑦, ℎ) = 𝑊1 + 𝑦Ω1, (5) 

где W1 и Ω1 – заданные постоянные. 

3. Точное решение 

Решение уравнения (3) ищем в виде, линейном по поперечной координате y: 

 𝑉𝑥(𝑦, 𝑧) = 𝑈(𝑧) + 𝑦𝑢1(𝑧), (6) 

где U(z) и u1(z) – неизвестные функции, подлежащие определению. Подстановка выражения (6)  

в уравнение (3) приводит к двум независимым обыкновенным дифференциальным уравнениям: 

 μ𝑈′′(𝑧) − ρ𝑤𝑈′(𝑧) = 0,   μ𝑢1
′′(𝑧) − ρ𝑤𝑢1

′ (𝑧) = 0. (7) 

Таким образом, функции U(z) и u1(z) удовлетворяют одинаковым линейным однород-

ным уравнениям второго порядка. 

Введем вспомогательный параметр α = w/ν (размерность м
−1

) – обратную длину рас-

пространения возмущения от поперечного потока. Его безразмерная форма αh = wh/ν пред-

ставляет собой число Рейнольдса поперечного потока и характеризует соотношение интен-

сивности конвективного переноса через границу и вязкой диффузии в объеме жидкости. 

Общие решения уравнений (7) имеют вид 

𝑓(𝑧) = 𝐶1 + 𝐶2𝑒α𝑧 , 

где f(z) обозначает либо U(z), либо u1(z), а C1, C2 – постоянные интегрирования. 
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Положим u1(z) = A1 + A2e
αz

. Используя граничные условия (4) и (5) для u1, получим  

систему 

{
𝑢1(ℎ) = 𝐴1 + 𝐴2𝑒𝛼ℎ = Ω1,

𝑎𝑢1
′ (0) = 𝑎𝐴2α = 𝑢1(0) − Ω0 = (𝐴1 + 𝐴2) − Ω0.

 

Из второго уравнения выразим A1 = Ω0 + A2(aα − 1). Подставляя в первое уравнение, 

находим 

𝐴2 =
Ω1 − Ω0

𝐷
, 𝐴1 = Ω0 +

(Ω1 − Ω0)(𝑎α − 1)

𝐷
, 

где введен знаменатель 

𝐷 = 𝑎α − 1 + 𝑒αℎ. 

Следовательно, 

 𝑢1(𝑧) = Ω0 + (Ω1 − Ω0)
𝑎α − 1 + 𝑒α𝑧

𝐷
. (8) 

Совершенно аналогично для функции U(z) из тех же уравнений (7) и граничных усло-

вий (4), (5) определяем константы и получаем 

 𝑈(𝑧) = 𝑊0 + (𝑊1 − 𝑊0)
𝑎α − 1 + 𝑒α𝑧

𝐷
. (9) 

Подставляя выражения (8) и (9) в решение (6), приходим к точному решению задачи: 

 𝑉𝑥(𝑦, 𝑧) = [𝑊0 + (𝑊1 − 𝑊0)
𝑎α − 1 + 𝑒α𝑧

𝐷
] + 𝑦 [Ω0 + (Ω1 − Ω0)

𝑎α − 1 + 𝑒α𝑧

𝐷
]. (10) 

Полученное решение (10) позволяет исследовать различные физические предельные 

случаи, которые соответствуют известным классическим результатам и представляют инте-

рес для прикладных задач механики. 

Отсутствие проницаемости (w = 0, α = 0). При α → 0 разложим экспоненты в ряд 

Тейлора: e
αz

 ≈ 1 + αz, e
αh

 ≈ 1 + αh. Тогда 

𝑎α − 1 + 𝑒α𝑧

𝐷
→

𝑧 + 𝑎

ℎ + 𝑎
. 

Подставляя в решение (10), получаем: 

𝑉𝑥(𝑦, 𝑧) → 𝑊0 + (𝑊1 − 𝑊0)
𝑧 + 𝑎

ℎ + 𝑎
+ 𝑦 [Ω0 + (Ω1 − Ω0)

𝑧 + 𝑎

ℎ + 𝑎
]. 

При a = 0 отсюда следует классический линейный профиль Куэтта, широко использу-

емый в механике жидкостей. 

Отсутствие скольжения (a = 0). Условие (4) переходит в условие прилипания. Тогда 

D = e
αh

 − 1, и решение принимает вид 

𝑉𝑥(𝑦, 𝑧) = 𝑊0 + (𝑊1 − 𝑊0)
𝑒α𝑧 − 1

𝑒αℎ − 1
+ 𝑦 [Ω0 + (Ω1 − Ω0)

𝑒𝛼𝑧 − 1

𝑒αℎ  −1
]. 
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Это решение соответствует классическому течению Куэтта между проницаемыми 

пластинами с условиями прилипания на обеих границах и находит применение в задачах 

фильтрации и массообмена. 

Полное скольжение (a → ∞). При (a → ∞) условие Навье переходит в условие нуле-

вого касательного напряжения: ∂Vx/∂z = 0 при z = 0. Поделив числитель и знаменатель в ре-

шении (10) на a и устремив (a → ∞), получим (aα – 1 + e
αz

)/D → 1, a следовательно, 

𝑉𝑥(𝑦, 𝑧) → 𝑊1 + 𝑦Ω1. 

Таким образом, при полном скольжении на нижней пластине поле скорости становит-

ся однородным и совпадает со скоростью верхней пластины. Этот предельный случай важен 

для анализа течений на супергидрофобных поверхностях. 

Вектор завихренности ω = ∇ × V имеет компоненты: 

ω𝑥 = 0, ω𝑦 =
∂𝑉𝑥

∂𝑧
, ω𝑧 = −

∂𝑉𝑥

∂𝑦
. 

Используя решение (10), находим: 

 ω𝑦 =
𝛼𝑒α𝑧

𝐷
[(𝑊1 − 𝑊0) + 𝑦(Ω1 − Ω0)],  

 ω𝑧 = −Ω0 − (Ω1 − Ω0)
𝑎α − 1 + 𝑒α𝑧

𝐷
.  

Касательное напряжение определяется согласно закону Ньютона: 

 τ𝑧𝑥 = μ
∂𝑉𝑥

∂𝑧
= μω𝑦 = μ

α𝑒α𝑧

𝐷
[(𝑊1 − 𝑊0) + 𝑦(Ω1 − Ω0)]. (11) 

В принятой постановке ∂p/∂x = 0 по условию задачи. Уравнения Навье – Стокса в про-

екциях на оси y и z при заданной структуре течения дают ∂p/∂y = 0 и ∂p/∂z = 0. Следователь-

но, давление постоянно во всем объеме, что характерно для чисто сдвиговых течений. 

4. Результаты и обсуждение 

Для анализа влияния физических параметров на структуру течения и распределение ме-

ханических напряжений проведено численное моделирование для двух типов жидкостей с раз-

личными вязкостными свойствами: воды при 20 °C (ν = 10
−6

 м
2
/с) и минерального моторного 

масла SAE 30-40 при той же температуре (ν = 10
−4

 м
2
/с). Основные параметры модели, выбран-

ные в соответствии с типичными масштабами микрофлюидных систем и тонких смазочных сло-

ев: расстояние между пластинами h = 100 мкм, скорость проницаемости w = 0,01 м/с, коэффици-

ент скольжения a = 50 мкм. Граничные условия: нижняя пластина неподвижна (W0 = 0, Ω0 = 0), 

верхняя движется со скоростью W1 = 0,1 м/с и параметром сдвига Ω1 = 2000 с
−1

. 

Определяющим безразмерным параметром, характеризующим относительное влияние 

конвективного переноса за счет вдува по сравнению с вязкой диффузией, является αh = wh/ν. 

Для воды этот параметр равен 1, что свидетельствует о сопоставимости конвективных и вяз-

ких эффектов. Для масла αh = 0,01, что указывает на доминирование вязких сил. Как следует 

из аналитического решения (10), величина αh непосредственно определяет степень нелиней-

ности профиля скорости: при αh ≪ 1 профиль близок к линейному, тогда как при  αh ~ 1  

и более наблюдается существенное экспоненциальное искривление. 

На рис. 1 представлена эволюция профиля скорости Vx(z) при фиксированном y = 0 

для различных значений коэффициента скольжения a в диапазоне от 10
−6

 до 10
−4

 м. Для во-
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ды, характеризующейся значением αh = 1, профили скорости демонстрируют выраженную 

нелинейность.  

 

 

Рис. 1. Эволюция профиля скорости в зависимости от значения параметра скольжения  

при w = 0,1 м/с 

С увеличением коэффициента скольжения распределение скорости становится более 

равномерным по высоте канала, приближаясь к предельному случаю полного скольжения. 

Для масла с αh = 0,01 профили скорости практически линейны при всех рассмотренных зна-

чениях a, что отражает слабое влияние вдува по сравнению с вязкими силами. Данные ре-

зультаты иллюстрируют возможность управления профилем скорости путем варьирования 

свойств граничных поверхностей, что актуально для задач управления тепломассопереносом 

в микрофлюидных устройствах. 

Рисунок 2 демонстрирует влияние интенсивности вдува на профили скорости при 

фиксированном коэффициенте скольжения  a = 50 μm. Рассмотрены три значения скорости 

проницаемости: w = 0,005, 0,01 и 0,02 м/с, что соответствует αh = 0,5, 1 и 2 для воды и αh = 

0,005, 0,01 и 0,02 для масла. Для воды увеличение скорости вдува приводит к усилению не-

линейности профиля, причем при w = 0,02 м/с (αh = 2) наблюдается образование области об-

ратного течения вблизи нижней пластины. Для масла профили сохраняют практически ли-

нейный характер даже при максимальной рассмотренной скорости вдува. Эти результаты 

подчеркивают определяющую роль безразмерного параметра αh в формировании структуры 

течения. 

На рис. 3 показано распределение касательных напряжений τzx(y, z). Для воды, где 

αh = 1, экспоненциальный множитель e
αz

 создает умеренный градиент напряжения по высо-

те, что видно по относительно равномерному распределению изолиний. Для масла  

с αh = 0,01 экспоненциальная зависимость выражена слабо, а основное изменение напряже-

ния происходит из-за линейной зависимости от поперечной координаты y. Максимальные 

значения напряжений у верхней пластины для масла существенно превышают аналогичные 

значения для воды, что объясняется большей динамической вязкостью. Анализ распределе-
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ния касательных напряжений важен для оценки механических нагрузок на граничные по-

верхности и прогнозирования их износостойкости. 

 

 

Рис. 2. Профили скорости при разной проницаемости 

 

Рис. 3. Изолинии касательного напряжения 

Рисунок 4 представляет трехмерные поверхности продольной скорости Vx(y, z). Для 

воды поверхность имеет выраженную кривизну по координате z и линейный наклон по коор-

динате y, что соответствует структуре неоднородного сдвигового течения. Для масла по-

верхность близка к плоскости с небольшим линейным изменением по z и y, что характерно 

для почти классического течения Куэтта. Визуализация трехмерной структуры течения по-

лезна для понимания пространственного распределения кинематических характеристик. 

Рисунок 5 иллюстрирует пространственное распределение касательных напряжений 

τzx(y, z). Поверхность для воды демонстрирует умеренную зависимость от z и линейную зави-

симость от y. Для масла зависимость от z выражена слабо, а линейный рост с y приводит  

к образованию наклонной плоскости. Различие в масштабах напряжений для двух жидкостей 

превышает два порядка, что важно для расчетов на прочность и износостойкость элементов 

конструкций, работающих в контакте с жидкостями различной вязкости. 
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Рис. 4. 3D-поверхность скорости Vx(y, z) 

 

Рис. 5. 3D-поверхность напряжения τzx(y, z) 

Рисунок 6 демонстрирует поле скорости в проекции на плоскость yz с использованием 

векторной диаграммы (Vx, w). Для воды векторы имеют значительную горизонтальную со-

ставляющую во всей области течения, что отражает существенный вклад продольного кон-

вективного переноса. Для масла векторы имеют небольшой наклон, что соответствует доми-

нированию нормального потока над продольным конвективным переносом. Такая визуали-

зация позволяет качественно оценить траектории частиц жидкости и структуру потока. 

Численные значения ключевых параметров подтверждают качественный анализ. Чис-

ло Рейнольдса, рассчитанное по скорости верхней пластины W1 и характерному размеру h, 

составляет для воды Re = W1h/ν = 10, для масла Re = 0,1. В обоих случаях течение является 

ламинарным, что согласуется с исходными предположениями. Касательное напряжение на 

нижней пластине при y = 0 составляет 1,23 × 10
−3

 Па для воды и 1,35 × 10
−1

 Па для масла. 
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Полученные значения напряжений могут быть использованы в комплексных моделях меха-

ники для оценки нагрузок на элементы конструкций и прогнозирования их ресурса. 

 

 

Рис. 6. Векторное поле скорости (Vx, w) 

Полученные результаты имеют значение для развития методологий использования ре-

зультатов гидродинамического моделирования в задачах механики и материаловедения. Точ-

ные аналитические зависимости позволяют устанавливать прямые связи между параметрами 

течения и механическими напряжениями на границах, что необходимо для создания физиче-

ски обоснованных критериев оценки работоспособности жидкостных систем. В частности, 

возможность управления распределением касательных напряжений путем варьирования про-

ницаемости границ и коэффициента скольжения открывает перспективы для оптимизации ра-

бочих характеристик узлов трения, микрофлюидных смесителей и систем охлаждения. 

5. Заключение 

В работе получено точное аналитическое решение для стационарного неоднородного 

течения вязкой несжимаемой жидкости между двумя бесконечными параллельными пласти-

нами с учетом проницаемости границ и условия скольжения Навье на нижней пластине.  

Решение выведено методом разделения переменных с использованием анзаца, линейного по 

поперечной координате, и имеет компактную замкнутую форму. Оно обобщает классическое 

течение Куэтта на случай асимметричных граничных условий, что расширяет область его 

применимости для моделирования реальных физических систем. 

Проведенный анализ предельных случаев показал, что решение согласуется с извест-

ными классическими результатами: при отсутствии проницаемости воспроизводится линей-

ный профиль скорости со скольжением, при отсутствии скольжения – экспоненциальный 

профиль для проницаемых границ с прилипанием, при полном скольжении – однородное те-

чение. Особенностью решения является наличие устранимой сингулярности при нулевой 

проницаемости, что требует аккуратного предельного перехода. 

Численное исследование для жидкостей с различными вязкостными свойствами вы-

явило определяющую роль безразмерного параметра αh = wh/ν, характеризующего соотно-

шение конвективных и вязких эффектов. Для маловязких жидкостей (вода) даже умеренный 

вдув приводит к значительному искривлению профиля скорости и возможности возникнове-
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ния обратных течений. Для высоковязких жидкостей (масло) течение остается близким  

к классическому течению Куэтта даже при существенной проницаемости границ. Распреде-

ление касательных напряжений существенно зависит от вязкости жидкости и условий  

на границах, что имеет большое значение для оценки механических нагрузок. 

Полученные результаты создают основу для дальнейших исследований, направлен-

ных на развитие комплексных методик прогнозирования ресурса механизмов и конструкций, 

работающих в контакте с жидкостями. Перспективными представляются направления, свя-

занные с учетом нестационарности, тепломассопереноса, нелинейных реологических свойств 

и деформации граничных поверхностей. В частности, расширение решения на случай посто-

янного продольного градиента давления (течение Куэтта – Пуазейля) может быть выполнено 

в рамках предложенного метода, и оно составит предмет дальнейших исследований. Практи-

ческое применение решения может быть найдено при проектировании микрофлюидных 

устройств, систем гидродинамической смазки, теплообменных аппаратов и фильтрационных 

систем, где требуется точный учет взаимодействия жидкости с проницаемыми границами, 

характеризующимися частичным скольжением. 
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