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A solution is constructed for a system of two coupled elliptic equations. An iterative numerical 

algorithm based on the method of partial solutions, the collocation method, and the boundary  

element method is proposed for a boundary value problem in a specified two-dimensional region. 

The algorithm is implemented as a program with the use of the OpenMP open standard of concurrent 

programming. To verify the algorithm and the program, simple exact solutions are found for two 

particular cases of the system under study. A computational experiment is performed, showing a 

good agreement of the calculation results with the exact solutions. Computer-assisted convergence 

of the numerical algorithm with respect to the number of boundary element nodes and collocation 

points is demonstrated.  
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Работа посвящена построению решения системы двух связанных уравнений эллипти-

ческого типа. Для краевой задачи в заданной двумерной области предложен итерационный 

численный алгоритм, основанный на методе частных решений, методе коллокаций и методе 

граничных элементов. Разработанный алгоритм реализован в виде программы с использова-

нием открытого стандарта параллельного программирования OpenMP. Для верификации ал-

горитма и программы найдены простые точные решения для двух частных случаев рассмат-

риваемой системы. Проведен вычислительный эксперимент, показавший хорошее соответ-

ствие результатов расчетов точным решениям. Продемонстрирована машинная сходимость 

численного алгоритма относительно числа узлов граничных элементов и точек коллокации.  

Ключевые слова: система эллиптических уравнений, метод граничных элементов, метод 

коллокаций, радиальные базисные функции, параллельные вычисления, OpenMP 

1. Введение 

Данная работа посвящена разработке алгоритма и программы для решения системы 

эллиптических уравнений вида 

 

 







 . ,

, ,

vuGv

vuFu
 (1) 

Здесь u(x, y), v(x, y) – искомые функции; ∆ – оператор Лапласа; F(u, v), G(u, v) – задан-

ные функции. Иногда систему (1) называют уравнениями диффузии реагирующих сред. Та-

кие системы используются в моделях стационарных процессов в теории тепло- и массопере-

носа реагирующих сред, теории химических реакторов, теории горения, в математической 

биологии и биофизике. Большой объем информации о построении точных решений системы 

(1) при различных правых частях содержится в справочниках [1, 2] и на ресурсах [3, 4]. От-

метим, что к виду (1) также могут приводиться стационарные системы уравнений Шредин-

гера [5], системы Шредингера – Максвелла [6], системы Шредингера – Пуассона [7]. 

Спектр численных методов решения краевых задач для системы (1) достаточно ши-

рок. Отметим метод граничных элементов (МГЭ) [8], а также современный подход с исполь-

зованием нейросетей [9]. Выбор метода определяется граничными условиями, содержатель-

ной постановкой, целями исследований и т. д. Авторы настоящей работы при решении задач 
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исходят из желания получить непрерывные по пространственным координатам решения, что 

повышает возможности исследования и оценки точности. Ранее были разработаны алгорит-

мы и программы для решения параболических уравнений и систем в случае одной простран-

ственной переменной [10, 11], а также двумерных задач для эллиптических [12–14] и пара-

болических уравнений [15–19]. В основе алгоритмов решения двумерных задач лежат МГЭ 

[20] в сочетании с методом двойственной взаимности (МДВ) [21–24] либо c методом колло-

каций [25] и аппроксимация радиальными базисными функциями (РБФ) [26, 27]. При реали-

зации МГЭ используются формулы для аналитического вычисления интегралов по гранич-

ным элементам [28, 29].  

В данной статье разработаны алгоритм численного решения и его программная реали-

зация, получены точные решения системы в частных случаях, проведен комплексный вычис-

лительный эксперимент. Верификация алгоритма выполнена сравнением численных реше-

ний с точными.  

2. Алгоритм численного решения  

Рассмотрим систему (1) в некоторой двумерной области V, на границе которой 

21 SSS   зададим граничные условия следующего вида: 

 yxuu
S

,*

1


x

,  yxvv
S

,*

1


x

, (2) 

 yxp
u

S

,*

2






xn
,  yxq

v

S

,*

2






xn
, (3) 

где n  – внешняя нормаль к границе; звездочкой отмечены известные функции. 

Решение задачи (1) – (3) будем искать итерационно, на основе метода граничных эле-

ментов и метода коллокаций, в следующем виде: 

     yxuyxuyxu hp ,,,  ,      yxvyxvyxv hp ,,,  , (4) 

где up, vp – частное решение системы (1), uh, vh – решения соответствующих задач для урав-

нений Лапласа: 

0 hu , pSh uuu 


*

1x
, 

nn
x




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





p

S

h
u

p
u *

2

, (5) 

0 hv , pSh vvv 


*

1x
, 

nn x 










p

S

h
v

q
v *

2

. (6) 

Обозначим 
 nu ,  n

pu ,  n

hu , 
 nv ,  n

pv ,  n

hv  – n-е итерации решений. Итерационный про-

цесс построим следующим образом. Зададим тривиальную начальную итерацию частного 

решения: 

  00 pu ,   00 pv . (7) 

Далее на каждой n-й итерации n ≥ 0 при известных  n

pu ,  n

pv  решаем методом гранич-

ных элементов задачи (5) и (6) для  n

hu ,  n

hv : 
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  0 n
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1

uuuu n

p
S

n

h 
x

, 
   

#*

2

p
u

p
u

n

p

S

n

h 



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




nn

x

; (8) 

  0 n

hv ,     #*

1

vvvv n

p
S

n

h 
x

, 
   

#*

2

q
v

q
v

n

p

S

n

h 



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




nn

x

. (9) 

Здесь для удобства решеткой обозначены известные функции. Для применения МГЭ 

разобьем границу S на K = K1 + K2 прямолинейных граничных элементов: 
1

...,,, 21 Keee  на 

границе S1, 
2111

...,,, 21 KKKK eee   на границе S2. На каждом элементе ei искомые функции и их 

производные по нормали будем считать постоянными и отнесенными к расположенному в 

середине элемента узлу ξi. Для простоты обозначим их, опустив индексы, следующим обра-

зом: 

  #

i

n

h uu
i


ξx

,   #

i

n

h vv
i


ξx

, 
 

i

n

h p
u

i






ξx
n

, 
 

i

n

h q
v

i






ξx
n

, 1 ..., ,1 Ki  ; (10) 

 
i

n

h uu
i


ξx

, 
 

i

n

h vv
i


ξx

, 
 

#

i

n

h p
u

i






ξx
n

, 
 

#

i

n

h q
v

i






ξx
n

, KKi  ..., ,11  . (11) 

Значения, отмеченные в соотношениях (10), (11) решеткой, заданы граничными усло-

виями в задачах (8), (9), переменные без решетки неизвестны. Для их нахождения составим 

две системы граничных интегральных уравнений: 

       

        , ..., ,1, , ,

 , ,
2

1

1

1

**#

1

*#*#

1

1

KjdSqudSup

dSqudSupu

K

Ki e

ji

e

ji

K

i e

ji

e

jij

ii

ii

































 

 





xxξxxξ

xxξxxξ

  

       

        ; ..., ,1, , ,

 , ,
2

1

1

1

**#

1

*#*

1

1

KKjdSqudSup

dSqudSupu

K

Ki e

ji

e

ji

K

i e

ji

e

jij

ii

ii

































 

 





xxξxxξ

xxξxxξ

 (12) 

       

        , ..., ,1, , ,

 , ,
2

1

1

1

**#

1

*#*#

1

1

KjdSqvdSuq

dSqvdSuqv

K

Ki e

ji

e

ji

K

i e

ji

e

jij

ii

ii

































 

 





xxξxxξ

xxξxxξ
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       

        . ..., ,1, , ,

 , ,
2

1

1

1

**#

1

*#*

1

1

KKjdSqvdSuq

dSqvdSuqv

K

Ki e

ji

e

ji

K

i e

ji

e

jij

ii

ii

































 

 





xxξxxξ

xxξxxξ

 (13) 

Здесь x = (x, y), u
*
(ξ, x) – фундаментальное решение,  

 
n

xξ
xξ






,
,

*
* u

q  [20]. Решив 

системы линейных алгебраических уравнений, найдем решения задач (8), (9): 

           
 















K

i e

i

e

i

n

h

ii

dSqvdSupu
1

**  , ,, xxξxxξ ,  (14) 

           
 















K

i e

i

e

i

n

h

ii

dSqvdSuqv
1

**  , ,, xxξxxξ , (15) 

где все значения ui, vi, pi, qi уже известны, ξ = (ξ, η) – внутренняя точка области V. Таким об-

разом мы определим полностью n-ю итерацию решения задачи (1) – (3): 

        yxuyxuyxu n

h

n

p

n ,,,  ,         yxvyxvyxv n

h

n

p

n ,,,  . (16) 

После этого находим следующую итерацию частного решения из уравнений 

      nnn

p vuFu ,1   ,       nnn

p vuGv ,1   . (17) 

Для этого применим метод коллокаций, разложив правые части уравнений (17) по РБФ: 

        


 
M

i

i

n

i

nn vuF
1

1, x ,         


 
M

i

i

n

i

nn vuG
1

1, x , (18) 

где φi(x) = φ(׀x – xi׀) – РБФ, зависящие от расстояния между текущей точкой и заданными 

точками коллокации x1, x2, …, xM, для каждой φi существует такая функция ψi, что φi = ∆ψi. 

Коэффициенты  1 n

i  и  1 n

i  определяются из решения систем линейных алгебраических 

уравнений, формируемых подстановкой точек коллокации в равенства (18): 

        







M

i

mi

n

i

nn

m

vuF
1

1, x
xx

,         







M

i

mi

n

i

nn

m

vuG
1

1, x
xx

, Mm  ..., ,1 . (19) 

Решив системы (19), найдем n+1-ю итерацию частного решения: 

     


 
M

i

i

n

i

n

pu
1

11
x ,      



 
M

i

i

n

i

n

pv
1

11
x . (20) 
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После этого переходим к системе (8), (9) для n+1-й итерации. Итерационный процесс 

останавливается при достаточной близости n-й и n+1-й итераций. Тогда в качестве непре-

рывного решения задачи (1) – (3) принимается пара функций 

       yxuyxuyxu n

h

n

p ,,, 11   ,        yxvyxvyxv n

h

n

p ,,, 11   . (21) 

3. О точных решениях 

Точные решения системы (1) для различных видов правых частей, как линейных, так 

и нелинейных, приводятся в работах [1–4]. При этом построение многих из них сводится к 

решению систем обыкновенных дифференциальных уравнений, не всегда интегрируемых в 

конечной форме. 

Для верификации предложенного численного алгоритма мы построим простые точ-

ные решения, которые в упомянутых источниках опущены. Рассмотрим систему (1) следую-

щего вида: 















 .

,

vbuv

vauu
 (22) 

Системы с подобной правой частью рассмотрены в работах [5, 30]. Они используются, 

в частности, для описания конденсата Бозе – Эйнштейна. Представим решение системы (22) 

в виде 

   nyxAyxu , ,    myxByxv , . (23) 

Подставив функции (23) в систему (22) и полагая, что n, m ≠ 1 и n, m ≠ 2, получим 

     βαβα mnn
yxBaAyxnAn




2
12 ,      δγδγ mnm

yxBbAyxmBm



2

12 . (24) 

Отсюда 

  βαBaAAnn 12 ,   δγBbABmm 12 , (25) 

  21  mn ,   21  mn . (26) 

Таким образом, если выполняются равенства (25), (26), то функции (23) будут реше-

нием системы (22). Отметим, что аналогичные решения можно получить с помощью алго-

ритма, приведенного в работе [31]. 

Построим теперь точное решение для системы (1), когда функции F и G имеют раз-

ный вид. 

 

 

Пусть в системе (1) F = cv
k
, G = de

u
: 









 ,

,

u

k

dev

сvu
 (27) 

а решение имеет вид 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2025 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

14 

 

 

Spevak L. F. and Nefedova O. A. A numerical solution to a system of two coupled elliptic equations // Diagnostics,  

Resource and Mechanics of materials and structures. – 2025. – Iss. 4. – P. 6–21. – DOI: 10.17804/2410-9908.2025.4.006-021. 

 

 

 yxUu  ,  myxv  . (28) 

Подставив функции (28) в систему (27), получим 

 

 kmyxcU 2 ,    Um
deyxmm 

2
12 . (29) 

Из второго уравнения (29) получаем 

 
  2

ln
12

ln









 


m
yx

d

mm
U , (30) 

тогда первое примет вид 

    kmyxcyxm 
2

22 . (31) 

Следовательно, при выполнении равенств 

 22  mc , 
k

m
2

  (32) 

(28), (30) будет решением системы (27). 

4. Программная реализация 

Представленный алгоритм был реализован в виде программы, написанной в интегри-

рованной среде разработки Eclipse на языке программирования C++. Программа предназна-

чена для решения двумерных стационарных задач для системы двух уравнений эллиптиче-

ского типа. Для оптимизации вычислительного алгоритма и эффективного использования 

ресурсов многоядерных процессоров была использована методика распараллеливания алго-

ритма на основе МГЭ [13, 17] для открытого стандарта параллельного программирования 

OpenMP [32, 33]. Реализация численных расчетов проводилась с использованием специаль-

ных функций из сборника библиотек Boost [34] и библиотеки GNU Scientific Library (GSL) 

[35]. В программе существует возможность выбора количества граничных узлов, а также 

числа внутренних точек коллокации. Программный модуль дополняет разрабатываемый ав-

торами комплекс программ для решения краевых задач математической физики. 
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5. Примеры 

Проиллюстрируем работу алгоритма и программы на двух примерах. 

5.1. Пример 1 

В качестве первого тестового примера рассмотрим краевую задачу для системы (22)  

в области V = {1 ≤ x ≤ 5, 1 ≤ y ≤ 5} при a = 0,72, b = 0,56, α = 3, β = γ = 1, δ = 4: 











 .56,0

,72,0

4

3

uvv

vuu
 (33) 

Точное решение системы (33) имеет вид 

 
  8,01

2
,

yx
yxu


 ,  

  4,01

1
,

yx
yxv


 . (34) 

На границе S области V зададим граничные условия, соответствующие решению (34): 

SS
uu




xx 1 , 

SS
vv




xx 1 . 
(35) 

В качестве точек коллокации принимались K узлов граничных элементов и Min внут-

ренних точек коллокации в области V. На рис. 1 и 2 представлены сравнения численного, по-

лученного при K = 240 и Min = 120, и точного решений задачи. 

 

 

Рис. 1. Сравнение численного и точного решений задачи (33), (35) в области V: 1 – u(x, y), 

численное; 2 – u1(x, y); 3 – v(x, y), численное; 4 – v1(x, y) 

В табл. 1 приведены относительные погрешности δu и δv численных решений задачи 

(33), (35) относительно точного решения (34) при различных количествах граничных элемен-

тов K и внутренних точек коллокаций Min. Расчеты проводились воль отрезка [(1, 3), (5, 3)], 

параллельного оси абсцисс. Результаты расчетов показывают, что алгоритм сходится отно-

сительно числа граничных элементов и точек коллокации.  
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Рис. 2. Сравнение численного и точного решений задачи (33), (35) вдоль отрезка [(1, 3), 

(5, 3)]: 1 – u(x, y), численное; 2 – u1(x, y); 3 – v(x, y), численное; 4 – v1(x, y) 

Таблица 1  

Относительные погрешности численного решения задачи (33), (35),  

рассчитанные вдоль отрезка [(1, 3), (5, 3)] 

(x, y)  K Min δu δv 

 

(1,0, 3) 

80 40 1,1 ∙ 10
−4

 2,3 ∙ 10
−5

 

240 120 2,7 ∙ 10
−5

 1,7 ∙ 10
−5

 

400 200 9,1 ∙ 10
−6

 7,4 ∙ 10
−6

 

 

(1,3, 3) 

80 40 1,4 ∙ 10
−3

 1,1 ∙ 10
−4

 

240 120 3,9 ∙ 10
−4

 6,0 ∙ 10
−5

 

400 200 1,8 ∙ 10
−4

 8,9 ∙ 10
−6

 

 

(1,9, 3) 

80 40 1,9 ∙ 10
−3

 1,4 ∙ 10
−4

 

240 120 5,4 ∙ 10
−4

 7,6 ∙ 10
−5

 

400 200 2,3 ∙ 10
−4

 1,7 ∙ 10
−5

 

 

(2,5, 3) 

80 40 2,7 ∙ 10
−3

 2,9 ∙ 10
−4

 

240 120 8,5 ∙ 10
−4

 1,8 ∙ 10
−4

 

400 200 2,9 ∙ 10
−4

 6,5 ∙ 10
−5

 

 

(3,1, 3) 

80 40 1,6 ∙ 10
−3

 2,5 ∙ 10
−4

 

240 120 2,4 ∙ 10
−4

 1,5 ∙ 10
−4

 

400 200 1,7 ∙ 10
−4

 5,4 ∙ 10
−5

 

 

(3,7, 3) 

80 40 9,5 ∙ 10
−4

 2,2 ∙ 10
−4

 

240 120 1,3 ∙ 10
−4

 1,2 ∙ 10
−4

 

400 200 1,0 ∙ 10
−4

 5,1 ∙ 10
−5

 

 

(4,3, 3) 

80 40 5,5 ∙ 10
−4

 1,7 ∙ 10
−4

 

240 120 3,9 ∙ 10
−5

 1,0 ∙ 10
−4

 

400 200 3,2 ∙ 10
−5

 3,0 ∙ 10
−5

 

 

(5,0, 3) 

80 40 1,3 ∙ 10
−5

 2,9 ∙ 10
−6

 

240 120 7,9 ∙ 10
−6

 2,3 ∙ 10
−6

 

400 200 2,6 ∙ 10
−6

 7,2 ∙ 10
−7

 

5.2. Пример 2 

Далее рассмотрим краевую задачу для системы (27) в области Ṽ = {1 ≤ x ≤ 2, 1 ≤ y ≤ 2} 

при  c = −2, d = 12, k = −2/3: 
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







 

.12

,2 32

uev

vu
 (36) 

Точное решение системы (36) имеет вид 

  )ln(,2 yxyxu  ,   3

2 )(, yxyxv  . (37) 

Для системы (36) с граничными условиями на границе  S
~

 области Ṽ  

SS
uu ~2~




xx
, 

SS
vv ~2~




xx
 

(38) 

были построены численные решения. На рис. 3 и 4 представлены сравнения численного ре-

шения, рассчитанного при K = 240 и Min = 120, и точного решения (37). 

 

 

Рис. 3. Сравнение численного и точного решений задачи (36), (38) в области Ṽ: 1 – u(x, y), 

численное; 2 – u2(x, y); 3 – v(x, y), численное; 4 – v2(x, y) 

 

Рис. 4. Сравнение численного и точного решений задачи (36), (38) вдоль отрезка [(1, 1,5), 

(2, 1,5)]: 1 – u(x, y), численное; 2 – u2(x, y); 3 – v(x, y), численное; 4 – v2(x, y) 

В табл. 2 приведены относительные погрешности численного решения, вычисленные 

вдоль отрезка [(1, 1,5), (2, 1,5)], параллельного оси абсцисс, при различных количествах K и 
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Min. Результаты расчетов вновь демонстрируют сходимость относительно числа граничных 

элементов и внутренних точек коллокации. 

В целом, проведенный вычислительный эксперимент показал хорошую сходимость 

итерационных процессов, сравнение результатов расчетов с точными решениями продемон-

стрировало высокую эффективность алгоритма. Таким образом, представленные расчеты для 

тестовых примеров убедительно верифицируют предложенную методику решения задач для 

системы эллиптических уравнений. 

Таблица 2  

Относительные погрешности численного решения задачи (36), (38), рассчитанные вдоль  

отрезка [(1, 1,5), (2, 1,5)] 

(x, y)  K Min δu δv 

 

(1,000, 1,5) 

80 40 1,1 ∙ 10
−6

 2,4 ∙ 10
−5

 

240 120 4,5 ∙ 10
−7

 1,3 ∙ 10
−6

 

400 200 8,8 ∙ 10
−8

 3,8 ∙ 10
−7

 

 

(1,025, 1,5) 

80 40 4,3 ∙ 10
−6

 9,8 ∙ 10
−5

 

240 120 1,1 ∙ 10
−6

 7,5 ∙ 10
−6

 

400 200 1,0 ∙ 10
−7

 4,3 ∙ 10
−7

 

 

(1,225, 1,5) 

80 40 2,0 ∙ 10
−5

 1,8 ∙ 10
−4

 

240 120 3,9 ∙ 10
−6

 7,9 ∙ 10
−5

 

400 200 4,1 ∙ 10
−7

 3,3 ∙ 10
−5

 

 

(1,425, 1,5) 

80 40 2,6 ∙ 10
−5

 3,4 ∙ 10
−4

 

240 120 9,3 ∙ 10
−6

 8,5 ∙ 10
−5

 

400 200 9,9 ∙ 10
−7

 3,5 ∙ 10
−5

 

 

(1,625, 1,5) 

80 40 3,5 ∙ 10
−6

 2,4 ∙ 10
−4

 

240 120 1,8 ∙ 10
−6

 5,7 ∙10
−5

 

400 200 8,1 ∙ 10
−7

 2,3 ∙ 10
−5

 

 

(1,825, 1,5) 

80 40 2,5 ∙ 10
−6

 1,0 ∙ 10
−4

 

240 120 1,7 ∙ 10
−6

 3,0 ∙ 10
−5

 

400 200 6,3 ∙ 10
−7

 1,1 ∙ 10
−5

 

 

(1,975, 1,5) 

80 40 1,6 ∙ 10
−6

 4,0 ∙ 10
−6

 

240 120 3,7 ∙ 10
−7

 4,3 ∙ 10
−7

 

400 200 1,4 ∙ 10
−7

 1,9 ∙ 10
−7

 

 

(2,000, 1,5) 

80 40 8,0 ∙ 10
−8

 4,7 ∙ 10
−7

 

240 120 4.3 ∙ 10
−8

 2,3 ∙ 10
−7

 

400 200 2,0 ∙ 10
−8

 1,1 ∙ 10
−7

 

6. Заключение 

Предложен алгоритм численного решения системы двух связанных уравнений 

эллиптического типа. Задача решается итерационно, с совместным применением МГЭ и 

метода коллокаций. Для повышения эффективности и ускорения работы компьютерной 

реализации алгоритма использован открытый стандарт параллельного программирова-

ния OpenMP. В двух частных случаях для рассмотренной системы получены точные 

решения. Для поверки корректной работы алгоритма и тестирования программы прове-

ден вычислительный эксперимент, позволивший сделать следующие выводы: 1) алго-

ритм показал хорошую сходимость итерационных процессов; 2) сравнение численных 

решений с точными показало, что относительная погрешность численных решений до-

статочно мала даже при небольших количествах граничных элементов и внутренних то-



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2025 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

19 

 

 

Spevak L. F. and Nefedova O. A. A numerical solution to a system of two coupled elliptic equations // Diagnostics,  

Resource and Mechanics of materials and structures. – 2025. – Iss. 4. – P. 6–21. – DOI: 10.17804/2410-9908.2025.4.006-021. 

 

 

чек коллокации; 3) увеличение количества граничных элементов и внутренних точек 

коллокации повышает точность численных решений. Таким образом, проведенные рас-

четы показали эффективность работы алгоритма и программы. 
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