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The paper is devoted to the study of a nonlinear second-order parabolic equation, which 

in the literature is called the heat equation with a source or the generalized porous medium 

equation. We construct specialized solutions that describe disturbances propagating over the 

zero background at a finite velocity (heat waves). Previously, we studied such problems without 

a source. In this paper, we extend the known results to a more general case. The theorem of  the 

existence and uniqueness of a solution having the form of a heat wave in polar coordinates  

is proved. A heat wave is constructed in the form of a convergent multiple power series, the co-

efficients of which are determined when solving systems of linear algebraic equations. We give 

an example where the conditions of the theorem are not satisfied. It shows that the solution, in 

this case, has the form of a stable heat wave. 

Keywords: nonlinear heat conduction equation, heat wave, power series, convergence, existence 

and uniqueness theorem. 
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Работа посвящена исследованию нелинейного параболического уравнения второго 

порядка, которое в литературе называют уравнением теплопроводности с источником или 

«generalized porous medium equation». Для него строятся решения специального вида, кото-

рые описывают возмущения, распространяющиеся по нулевому фону с конечной скоростью 

(тепловые волны). Ранее такие задачи рассматривались в отсутствии источника. В настоящей 

работе известные научные результаты переносятся на более общий случай. Производится 

переход в полярную систему координат, доказывается теорема существования и единствен-

ности решения, имеющего вид тепловой волны. Она строится в виде сходящегося кратного 

степенного ряда, коэффициенты которого определяются при решении систем линейных  

алгебраических уравнений. Рассмотрен пример, в котором условия теоремы не выполнены,  

и показано, что решение в этом случае имеет вид остановившейся (неподвижной) тепловой 

волны. 

Ключевые слова: нелинейное уравнение теплопроводности, тепловая волна, степенной ряд, 

сходимость, теорема существования и единственности. 

1. Введение 

Нелинейное уравнение теплопроводности с источником [1], которое также называют 

«generalized porous medium equation» [2], является одним из наиболее известных объектов 

математической физики. Оно имеет многочисленные приложения и используется при 

описании высокотемпературной плазмы [3, 4], процессов лучистой теплопроводности [1], 

фильтрации газа в пористом грунте [5] и т. д. 

Существует большое количество публикаций, посвященных разностороннему 

исследованию этого уравнения, его аналогов и обобщений. Объясняется это, помимо уже 

упомянутых приложений, его нетривиальными математическими свойствами. Известно, 

например, что скорость распространения возмущений, им описываемых, может быть 

конечной [6]. Именно такого рода решения рассматриваются в настоящей статье. Обзор 

исследований в данном направлении не входит в цели настоящей работы, однако упомянем 

публикации, посвященные построению точных [7] и приближенных решений [8], а также 

работы автора, посвященные доказательству аналогов и обобщений [9] теоремы Коши-

Ковалевской в многомерном случае [10], построению приближенных решений разностными 

методами [11], методами степенных рядов и граничных элементов [10, 12, 13]. 
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2. Постановка задачи и начальные допущения 

Одна из форм записи нелинейного уравнения теплопроводности с источником имеет 

вид 

2 β1
= ( ) α .

σ
tu u u u u     (1) 

Здесь F(u) = αu

 – функция источника (α  0) или стока (  0). Рассмотрим (1)  

в случае двух пространственных переменных [14]. Перейдем к полярным координатам. 

Пусть x   пространственная переменная; φ ( π,π]   – полярный угол; t  – время (как  

и ранее). Получим уравнение 

22
φφ φ β

2 2
= α .

σ σ

x x
t xx

uu uu uu
u uu u

x x x
      (2) 

Для уравнения (2) рассмотрим краевое условие 

= ( ,φ)( , ,φ) | = ( ,φ).x R tu t x f t  (3) 

Пусть кривая = ( ,φ)R t  замкнута и ограничивает в R
2
 звездную область (в области 

имеется полюс, который можно соединить с любой другой точкой области отрезком, целиком 

ей принадлежащим). Гладкие функции ( ,φ) > 0R t  и ( ,φ)f t  удовлетворяют неравенствам 

=0 =0| 0, | 0t t t tR f   и 

2 2

=0 =0( | ) ( | ) > 0.t t t tR f  (4) 

Пусть также (0,φ) = 0f  и (0) = 0F . Ранее задача (2), (3) исследовалась нами в случае, 

когда α = 0, т. е. без источника (стока) [15]. 

3. Основной результат 

Сформулируем и докажеи теорему существования и единственности решения задачи 

(2), (3), которая является основным результатом настоящего исследования. Под аналитической 

далее понимается функция, совпадающая в некоторой области со своим тейлоровским 

разложением. 

Теорема. Пусть ( , )R t   и ( , )f t   – функции, аналитические в некоторой 

окрестности = 0t ; N  , и выполнено неравенство (4). Тогда задача (2), (3) имеет  

/в окрестности = 0t ; = ( , )R t   ненулевое аналитическое решение, единственное при 

выборе направления движения тепловой волны. 

Доказательство проводится в два этапа. 1. Построение решения в виде степенного [16] 

(специального [17, 18]) ряда. 2. Доказательство сходимости методом мажорант [19]. 

Отметим, что разработка методики построения решений нелинейных краевых задач матема-

тической физики в виде специальных (характеристических) рядов является одним из важных 

достижений научной школы А.Ф. Сидорова [6], к которой принадлежит автор [16]. 

 

Для удобства дальнейших выкладок введем новую независимую переменную

= ( ,φ)r x R t . Задача (2), (3) примет вид: 
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 (5) 

=0( , ,φ) | = ( ,φ),ru t r f t  (6) 

где 

2

φφ φ φ φφ φ φ φ β

2 2

2 2
= α ,

( ) ( )

r r rr
u R u R u u R u uu

G u u
r R r R r R

   
      

 

2

( , , ) = 1 .
R

g t r
r R




 
  

 
  

Решение будем строить в виде двойного ряда: 

, ,

, =0 , =0

[ ( ,φ)]
( , ,φ) = (φ) (φ) ,

! ! ! !

n m n m

n m n m

n m n m

t r t x R t
u t r u u

n m n m

  
   (7) 

коэффициенты которого определяются при последовательном решении трехдиагональных 

систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с неограниченно возрастающей 

размерностью. Отметим, что такого рода конструкции обычно характерны для уравнений  

и систем гиперболического типа [9]. 

По условию теоремы R  и f  – аналитические функции. Следовательно, для них 

справедливы разложения: 

=0 =00 0

( ,φ) = (φ) , ; ( ,φ) = (φ) ,
! !

n n n n

n n n nn n
n nt t

t R t f
R t R R f t f f

n t n t

 

 

 
 
 

   

Из краевого условия (6) следует, что 
,0 =n nu f , причем 

0,0 0= = 0u f . Остальные 

коэффициенты определяются индукцией по сумме индексов. Пусть сумма индексов равна 1 . 

Известно, что 
1,0 1=u f . Коэффициент 

0,1u  найдем, положив = = 0t r  в уравнении (5).  

С учетом равенства (0,0,φ) = 0u  получим квадратное уравнение, корни которого имеют вид  

2

1 1 0,0 1

0,1

0,0

σ (σ ) 4σ
= ,

2

R R g f
u

g

  
 

где 0,0(φ) = (0,0,φ)g g  Выбор знака перед корнем определяет направление движения тепловой 

волны. При этом условие (4) обеспечивает наличие хотя бы одного ненулевого корня. База 

индукции установлена. 

Пусть найдены коэффициенты , ,i ju i j n   (до порядка n включительно). 

Воспользуемся дифференциальным оператором 
,

= =0

[.]
[.] = , 2, 0 .

n

n k k n k k

t r

L n k n
t r

 


  

 
 

Применяя его к уравнению (4), получим равенство  

1, , 1 1, 2 ,= ,n k k k n k k n k n k k n k ku A u B u C           (8) 

где  1 0,0 0,1 1= 2 / σ,  = .i iA R g u i B if     При этом все искомые величины (сумма нижних 

индексов у них равна 1n  ) находятся в левой части уравнения (8). Значения 
,n k kC 

 зависят  

от коэффициентов порядка не выше n , т. е. известны (соотвествующие формулы здесь  
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не приводятся из-за громоздкости). Полагая в (8) = 0,1,...,k n , получаем СЛАУ с квадратной 

трехдиагональной матрицей, для которой, как можно убедиться, не выполнено условие 

диагонального преобладания. Тем не менее, используя ранее доказанное авторами 

утверждение [15], можно показать, что она невырожденная. Следовательно, система (8) 

однозначно разрешима и производные порядка 1n  , а, значит, и все коэффициенты ряда (7), 

определяются единственным образом. 

Особого обсуждения заслуживает применение оператора ,n k kL   к функции источника 

(стока). Поскольку, в соотвествии с условием теоремы, β , то производные любого 

порядка здесь определяются однозначно, однако сама процедура дифференцирования 

является весьма громоздкой, так как необходимо многократно дифференцировать сложную 

функцию ( ( , ,φ))F u t r . В частности: 

β 1 β 1 β 1 2 β 1

0,0 1,0 1,0 0,1 0,1 2,0 1,0 2,00, αβ , αβ , αβ(β 1) αβ ,F F u u F u u F u u u u          

β 1 β 1 β 1 2 β 1

1,1 1,0 0,1 1,1 0,2 0,1 0,2αβ(β 1) αβ , αβ(β 1) αβ ,...F u u u u u F u u u u         . 

Указанное обстоятельство имеет важное значение, если необходимо выписать явные 

формулы коэффициентов – появление источника (стока) значительно повышает громоздкость 

процедуры. Исключением является случай, когда β 1 : здесь , ,αi j i jF u . 

Перейдем теперь ко второму этапу доказательства. Перед построением мажорантной 

задачи последовательно сделаем в (5), (6) несколько невырожденных замен.  

Из постановки задачи следует, что существует фронт тепловой волны ([15]), т. е. 

замкнутая аналитическая кривая = ( ,φ),x a t  которая неявно задается равенствами 

= ( ,φ)( , ,φ) | = 0, (0,φ) = (0,φ).r a tu t r a R  (9) 

Пусть ( ,φ) = ( ,φ) ( ,φ)b t a t R t  – расстояние от линии = ( ,φ)x R t  до фронта тепловой 

волны. Введем новые независимые переменные 1τ, ,φs  

1τ = , = ( ,φ), φ = φ.t s r b t  (10) 

Задача (5), (6), (9) после замены (10) примет вид (индекс у третьей независимой 

переменной далее для простоты опущен): 

2

τ τ τ

1
= ,s s ss su b u R u uu u g G



 
    

 
 (11) 

= (τ,φ)(τ, ,φ) | = (τ,φ),s bu s f  (12) 

=0(τ, ,φ) | = 0,su s  (13) 

Краевые условия (6) и (9) преобразуются в равенства (12) и (13) соответственно.  

В задаче появилась дополниетльная функция b . Чтобы избавиться от нее, сделаем замену 

= (τ, ,φ)s s u  (14) 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 4, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

22 

 

 

Kazakov A. L. On the analytical construction of a heat wave for the nonlinear heat equation with a source in polar coordinates // 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2019. – Iss. 4. – P. 16–25. – DOI: 10.17804/2410-

9908.2019.4.016-025. 

 

которая является аналогом преобразования годографа. Подобные замены неоднократно 

прменялись в работах А.Ф. Сидорова и его учеников [6]. Можно видеть, что (14) меняет 

ролями неизвестную функцию u  и независимую переменную s . Краевые условия (12) и (13) 

примут вид: 

= (τ,φ)(τ, ,φ) | = (τ,φ),u fs u b  (15) 

=0(τ, ,φ) | = 0.us u  (16) 

Из равенства (15) можно выразить неизвестную функцию b  и подставить в уравнение (11), 

исключив тем самым данную функцию из рассмотрения. 

Далее введем новую независимую переменную =w u f , в результате чего линия 

=u f  становится новой координатной осью. Чтобы выразить τ через новые переменные, 

используем теорему о неявной функции и представим искомую функцию в виде частичного 

разложения в ряд Тейлора по степеням :u  

2

0 1( , ,φ) = ( ,φ) ( ,φ) ( , ,φ).s u w s w us w u p u w   

Здесь 0 0s   (16); 1s  – известная аналитическая функция, вид которой несущественен 

для целей доказательства, а p  – новая искомая функция. В итоге задача сводится к одному 

уравнению вида 

2 2

0 =0 1 =0 2 =0

2(1 σ) 4σ 1
( ,φ) | ( ,φ) ( | ) ( ,φ) ( | ) =

σ σ
u uu w u w uu wp up u p c w p c w u p c w u p

 
    

2 3

0 1 2 3= .h uh u h u h    

(17) 

Функции ic , = 0,1,2i  и 
jh , = 0,1,2,3j  удовлетворяют условиям леммы 2  из статьи [15]. 

Следовательно, уравнение (17) имеет единственное нетривиальное решение в виде 

формального ряда по степеням .u  Можно показать, что при выполнении мажорантных 

оценок 00 SP  , 11 cP  , 210

* cccc   и hjHj  , = 0,1,2,3j , задача  

2
* 0 1

2 3 =0 0 =0 12
= (1 ) , | = , | =uu u u u

H H
P c H uH P P P P

u u

  
    

  
 (18) 

является мажорантной для уравнения (17). Положив в уравнении (18) = 0u , найдем 

2 0uu u
P P


 . Далее, продифференцировав (18) по u  и разрешив выражение относительно uuuP , 

получим задачу типа Ковалевской с аналитическими входными данными, которая по теореме 

Коши-Ковалевской [19] имеет единственное аналитическое решение. Теорема доказана. 

 

Замечание 1. При ( ,φ) 0f t   исследование задачи существенно упрощается.  

В частности, решение в этом случае можно построить в виде ряда по степеням одной 

переменной r , а для построения мажорантной задачи достаточно сделать одну замену 
2

1( , ,φ) = ( ,φ) ( , ,φ)u t r ru t r U t r , где 1u  – некоторая известная функция. 
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Замечание 2. Поскольку рекуррентная процедура, использованная в ходе 

доказательства, вполне конструктивна, теорема не только обеспечивает существование 

аналитического решения рассмотренной задачи, но и доставляет алгоритм построения 

приближенных решений в виде отрезков ряда (7), которые, в частности, можно 

использовать в качестве тестовых примеров при проверке корректности результатов 

расчетов, выполненных другими методами [20]. 

4. Остановившаяся тепловая волна 

Условие (4) играет существенную роль при доказательстве теоремы и носит 

принципиальный характер, однако его невыполнение не обязательно влечет неразрешимость 

задачи. Покажем на конкретном примере, что может происходить в случае, когда оно не 

выполняется. Рассмотрим уравнение (1) в случае плоской симметрии: 

2 β1
= α ,

σ
t xx xu uu u u   (19) 

Граничное условие (3) также упростим: 

=( , ) | = 0.x Ru t x  (20) 

Несложно убедиться, что стандартная процедура построения решения в виде ряда 

возможна лишь при введении дополнительного краевого условия =0| = ( ) 0tu q x  , (0) = (0) = 0q q

. Вопрос о сходимости ряда, который получается в этом случае, пока открыт. Тем не менее можно 

утверждать, что задача (19), (20) имеет некоторые частные точные аналитические решения. 

 

Утверждение. Задача (19), (20) имеет следующие нетривиальные точные решения 

вида остановившейся (неподвижной) тепловой волны: 

1. При α = 0 : 
2

1

2 1

( )
( , ) = .

(2 4 / σ)( )

C x R
u t x

C C t



 
 

2. При β =1,α 0,α R : 
2

1

2 1

( )
( , ) = .

(2 4 / σ)( exp( α ) / α)

C x R
u t x

C t C



  
 

Здесь 1 2, 0C C   – const . 

 

Доказательство. Утверждение доказывается с помощью представления 1 2( , ) = ( ) ( )u t x v t v x  

(методом Фурье), после подстановки которого в исходную задачу получается система двух 

обыкновенных дифференциальных уравнений. Интегрирование последней дает искомые 

решения. 

Таким образом показано, что невыполнение условий теоремы может привести к тому, что 

фронт тепловой волны будет неподвижен. Подобные решения рассматривались, в частности,  

в работе [1]. 

5. Заключение 

Подводя итог исследования отметим, что в ходе него была доказана новая теорема 

существования и единственности решений типа тепловой волны для нелинейного уравнения 

теплопроводности с источником, которая обобщила ранее полученные результаты автора. 

Важной отличительной чертой теоремы является то, что она, помимо установления факта 

существования решения при выполнении определенных предположений, сформулированных  
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в условии, также позволяет строить приближенные решения по конструктивной рекуррентной 

процедуре. Рассмотрен также пример, который показывает, что при невыполнении условий 

доказанной теоремы возможна ситуация, когда тепловая волна существует, однако она  

не движется (остановившаяся тепловая волна). 
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