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The article presents a new exact solution for stratified steady-state shear diffusion flows of a 

viscous fluid in an infinite horizontal layer with impenetrable boundaries. The announced exact so-

lution belongs to the Ostroumov–Birikh family. Two components of the velocity vector depend on 

the vertical (transverse) coordinate. The concentration field and the pressure field are described by 

linear forms relative to horizontal (longitudinal) coordinates, with coefficients depending on the 

third coordinate. The components of the velocity field and the shear stress field are analyzed in de-

tail, and the behavior of the specific kinetic energy is studied. It is shown that this exact solution is 

capable of describing the stratification of the shear stress field and the nonmonotonic behavior of 

flow velocity. The relation of flow velocities and shear stresses to the distribution of specific kinetic 

energy is revealed. 

Keywords: concentration convection, Navier–Stokes equation, exact solution, shear flow, stratifi-

cation. 
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В статье представлено новое точное решение для слоистых установившихся сдвиговых 

диффузионных течений вязкой жидкости в бесконечном горизонтальном слое с непроницаемы-

ми границами. Анонсируемое точное решение принадлежит семейству Остроумова–Бириха.  

Две компоненты вектора скорости зависят от вертикальной (поперечной) координаты. Поле 

концентрации и поле давления описываются линейными формами относительно горизон-

тальных (продольных) координат с коэффициентами, зависящими от третьей координаты. 

Проведен подробный анализ компонент поля скорости и поля касательных напряжений, изу-

чен характер поведения удельной кинетической энергии. Показано, что данное точное реше-

ние способно описывать расслоение поля касательных напряжений и немонотонный харак-

тер изменения скорости течения. Выявлена связь скоростей течения и касательных напряже-

ний с распределением удельной кинетической энергии. 

Ключевые слова: концентрационная конвекция, уравнение Навье–Стокса, точное решение, 

сдвиговое течение, стратификация. 

1. Введение 

Концентрационная конвекция возникает в результате повышенной минерализации 

одних слоев жидкости по сравнению с уровнем минерализации других ее слоев. Этот вид 

конвекции наиболее сильно проявляется для рассолов поверхностных водоемов, солончаков, 

соленосных пород и других природных явлений и техногенных факторов [1–8]. Однако кон-

центрационная конвекция возникает не только в природных водоемах, но и в технических 

устройствах вследствие неоднородности распределения различного рода примеси в рабочей 

жидкости. Распределение примеси при этом существенно влияет на свойства потока жидко-

сти, его вязкость, среднюю скорость течения, возможность возникновения зон с обратным 

течением. 

Возможность управления противотечениями оказывается особенно важна в техниче-

ских устройствах, поскольку наблюдаемый при некоторых сочетаниях задаваемых парамет-

ров эффект попеременного ослабления и усиления скоростей жидкости относительно стенок 

может приводить к увеличению электризации жидкости в насосах, расходомерах и других 

подобных устройствах [9–17]. В предельном случае электризация может привести к воспла-

менению горючих сред искровыми разрядами с электростатически заряженных материалов. 

Статья посвящена сдвиговому диффузионному течению вязкой несжимаемой жидко-

сти в горизонтальном слое, вызванному неравномерным распределением концентрации при-

меси; приведено новое точное решение системы уравнений концентрационной конвекции  
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с учетом прилипания жидкости к твердым непроницаемым стенкам, ограничивающим слой. 

Основное внимание уделено анализу свойств поля скоростей течения. Показано, что приве-

денное точное решение обеспечивает отсутствие зон с обратным течением, при этом харак-

теристики течения (кинетическая энергия, средняя скорость и др.) зависят от распределения 

примеси на одной из границ рассматриваемого слоя. 

2. Постановка задачи 

Рассматривается краевая задача, описывающая сдвиговое установившееся диффузион-

ное течение вязкой несжимаемой жидкости в бесконечном горизонтальном слое толщины h.  

В определяющую систему уравнений входят уравнение Навье–Стокса, уравнения несжимае-

мости и уравнение изменения концентрации легкой фазы бинарной смеси [18–20]:  

  ;P g C     V V V k  

  ;C d C  V  

0=V . 

(1) 

Здесь V =(Vx(x,y,z), Vy(x,y,z),0) – вектор скорости; P(x,y,z) – отклонение от гидростати-

ческого давления, деленное на среднюю плотность жидкости; C(x,y,z) –  отклонение концен-

трации легкой фазы смеси от равновесного значения. Параметры ν, d – кинематическая  

(молекулярная) вязкость жидкости и коэффициент диффузии соответственно; g – ускорение 

свободного падения;   – коэффициент концентрационного расширения, k  – орт вертикаль-

ной оси Oz. 

Решение системы уравнений концентрационной конвекции (1) ищем в классе Линя 

[20–25]: 

 xV U z ;   yV V z ;  0zV   (2) 

     0 1 2P P z xP z yP z   ;       0 1 2C C z xC z yC z   . 
(3) 

В результате допущений (2) и (3) относительно установившихся гидродинамических 

полей система уравнений Обербека–Буссинеска редуцируется к следующей эквивалентной 

системе линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффици-

ентами: 

1 0C ''  ;  2 0C ''  ; 

1 1P' Cg  ;  2 2P ' Cg  ; 

2V '' P  ,  1U'' P  , 

0 1 2C '' UCd VC  , 

0 0P ' g C  . 

(4) 

Штрихом в системе (4) обозначена операция дифференцирования по переменной z. 

Системы дифференциальных уравнений, подобные системе (4), также исследовались различ-

ными авторами для термодиффузионных задач и задач тепловой и концентрационной кон-

векции [8, 19, 20, 23–49]. 
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Общее решение системы (4) получаем последовательным интегрированием. Сначала 

определяется зависимость горизонтальных градиентов от вертикальной координаты: 

1 1 2c cC z  ; 32 4c cC z  . 

Далее однократным интегрированием получено распределение горизонтальных гра-

диентов давления по толщине слоя: 

2

1 1 2 5 ;
2

z
g c c cP z

 
    

 
 

2

3 42 6
2

z
g c c z cP .

 
    

 
 

Скорости течения жидкости описываются многочленами четвертой степени: 

4 3 2

1 2 5 7 8 ;
4 3 2

g z z z
U c c c c z c

! !

 
     

  
  

4 3 2

3 4 6 9 10
4 3 2

g z z z
V c c c c z c .

! !

 
     

  
 

Для вычисления фоновой концентрации 0C  подставим выражения для скоростей и го-

ризонтальных градиентов концентрации: 

 

 
4 3 2

0 1 2 1 2 5 7 8 1 2
4 3 2

g z z z
C '' UC VC c c c c z c c z cd

! !

 
       

  
   

 
4 3 2

3 4 6 9 10 3 4
4 3 2

g z z z
c c c c z c c z c

! !

 
       
  

 

5 4 3 4 3 2
2 2 2

1 1 2 1 5 1 7 1 8 1 2 2 2 5 2 7 2 8
4 3 2 4 3 2

g z z z g z z z
c c c c c c c z c c z c c c c c c c z c c

! ! ! !

    
             

    
 

5 4 3 4 3 2
2 2 2

3 3 4 3 6 3 9 3 10 3 4 4 4 6 4 9 4 10
4 3 2 4 3 2

g z z z g z z z
c c c c c c c z c c z c c c c c c c z c c

! ! ! !

    
             
    

 

5 4 3 2 4 3 2
2 2

1 1 2 1 5 1 7 1 8 1 2 2 2 5 2 7 2 85 4 3 2
5 4 3 2 4 3 2

g z z z z g z z z
c c c c c c c c c z c c c c c c c z c c

! ! ! ! ! !

    
             

    
 

5 4 3 2 4 3 2
2 2

3 3 4 3 6 3 9 3 10 3 4 4 4 6 4 9 4 105 4 3 2
5 4 3 2 4 3 2

g z z z z g z z z
c c c c c c c c c z c c c c c c c z c c

! ! ! ! ! ! !

    
             
    

     
5 4 3

2 2 2 2

1 3 1 2 3 4 1 5 3 6 2 45 5 3 3
5 4 3

g z z z
c c c c c c c c c c c c

! ! !


        

 
 

   
2

1 7 3 9 2 5 4 6 1 8 3 10 2 7 4 9 2 8 4 102 2
2

z
c c c c c c c c c c c c c c c c z c c c c

!
           . 

Тривиальные выкладки, проведенные выше, даны для лучшего понимания физическо-

го смысла последующих формул и полноты исследования математических особенностей 

точных решений уравнений Обербека–Буссинеска. Выражение для функции 0C  после инте-

грирования последнего обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка за-

пишем следующим образом: 
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7 6 5

2 2 2 2

0 1 3 1 2 3 4 1 5 3 6 2 45 5 3 3
7 6 5

g z z z
C c c c c c c c c c c c c

d ! ! !


       

 
  

     
4 3 2

1 7 3 9 2 5 4 6 1 8 3 10 2 7 4 9 2 8 4 10 11 122 2
4 3 2

z z z
c c c c c c c c c c c c c c c c c c c c c z c

! ! !


            


. 

 

Для завершения записи точного общего решения системы уравнений (4) приведем 

выражение для фонового давления: 

 

     
2 2 8 7 6

2 2 2 2

0 1 3 1 2 3 4 1 5 3 6 2 45 5 3 3
8 7 7

g z z z
P c c c c c c c c c c c c

d ! ! !


       

 
 

     
5 4 3 2

1 7 3 9 2 5 4 6 1 8 3 10 2 7 4 9 2 8 4 10 11 12 132 2
5 4 3 2

z z z z
c c c c c c c c c c c c c c c c c c c c c c z c

! ! ! !


             


. 

 

Таким образом, получен набор формул для описания диффузионной конвекции, при-

надлежащих классу многочленов. Эти формулы сравнительно простые, но, как будет показа-

но далее, содержат ряд интересных физически содержательных результатов. 

3. Краевая задача и ее точное решение 

В качестве краевых условий взяты следующие возмущения гидродинамических полей 

на обеих плоских границах бесконечно протяженной горизонтальной полосы. Нижняя гра-

ница слоя жидкости z=0 считается гидрофильной (жидкость прилипает) и непроницаемой 

для растворенного вещества: 

   0 0 0U V  , 10 20 0 0
0

z z z
' 'C C C '

  
   . (5) 

На верхней неподвижной границе z=h задано однородное давление, отвечающее ат-

мосферному, неоднородное распределение концентрации примеси (горизонтальные градиен-

ты) и условие прилипания: 

    0U h V h  ;  0z h
P S


 ;   0 0C h  ;   1C h a ;   2C h b . (6) 

Решение краевой задачи (4)–(6) имеет следующий вид [50]: 

  2 1 ZU Z Z     ; 

  2 1 ZV Z Z     ; 

1C a ; 2C b ; 

  3

0

2 41 8 8 8 12 3Z Z Z Z ZC        ; 

 1 1 1P Z    ;  2 2 1 ZP     ; 

   0 0

3 4

3

2 21 11 6 4Z Z Z ZP ZS        . 

(7) 

В выражениях (7) для удобства дальнейшего анализа и наглядности введены следую-

щие обозначения:  
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z
Z

h
 ; 

3

6

ag h
 


;  

3

6

bg h
 


;   

5
2 2

360

gh
a b

d






; 

1 ag h   ;  2 g hb   ;   
2 6 2

2 2

3
720

g h
a b

d






. 

 

Решение (7) является обобщением решения Пуазейля на неодномерный случай диф-

фузионных течений. Далее подробно проанализированы неодномерное поле скоростей тече-

ния, поле касательных напряжений, им порождаемое, и удельная кинетическая энергия. 

4. Анализ решения для поля скоростей 

Из [50] было следует, что решение (7) описывает однонаправленное диффузионное 

течение (если   или   равно нулю) или в противном случае сводится к однонаправленному 

течению путем поворота горизонтальных осей. При этом каждая из проекций вектора скоро-

сти на горизонтальные оси координат не имеет нулевых точек внутри рассматриваемого слоя 

вязкой жидкости. За счет того, что обе скорости обращаются в нуль на обеих границах слоя, 

описываемое решением (7) течение является возвратным (рис. 1). 

 

 

Рис. 1. Профили проекций U (сплошная линия) и V (пунктирная линия)  

вектора скорости при 2; 2,5     

В силу указанных обстоятельств получается, что годографом вектора скорости будет 

отрезок, лежащий на одной из горизонтальных осей (если   или   равно нулю) или на пря-

мой общего вида (в противном случае), но в обоих случаях обязательно одним из концов 

данного отрезка будет начало координат. При этом через любую точку указанного отрезка 

(кроме второго его конца) годограф проходит дважды (рис. 2).  
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Рис. 2. Годографы вектора скорости при 2;  0    (сплошная линия); при 0;  2 5,   

(штриховая линия) и при 2;  5     (пунктирная линия) 

5. Исследование свойств поля касательных напряжений 

Рассмотрим теперь, какими свойствами обладает поле касательных напряжений, по-

рождаемой скоростями (7). Компоненты тензора касательных напряжений согласно [51–54] 

определяются по формулам: 

yx
xy yx

VV

y x

 
      

  
; 

x z
xz zx

V V

z x

  
      

  
; 

y z
yz zy

V V

z y

 
      

  
, 

 

где   – коэффициент динамической вязкости. С учетом структуры поля скорости (2) ненуле-

выми будут только два касательных напряжения: 

 23 6 2xz

U U

z
Z

h Z h
Z

   
    

 


  ; 

 23 6 2yz

V V

z
Z

h Z h
Z

   
    

 


  . 

(8) 

Очевидно, что касательные напряжения (8) обращаются в нуль одновременно, т. е. 

одновременно меняют тип с растягивающего на сжимающее (или наоборот). Кроме того, это 

происходит не более двух раз, так как обе функции (8) являются квадратичными параболами. 

И только одна из этих точек – точка 

3 3 3
1 0,42265

3 3
*Z    
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будет принадлежать рассматриваемому слою жидкости (рис. 3). Эта точка соответствует  

локальному, экстремуму, который является глобальным на области течения. В точке экстре-

мума, расположенной ближе к нижней границе слоя, скорости жидкости принимают значе-

ния: 

  1 1 1
3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3
1

3 3 3
2*U Z

       
              

 
    

      
   

3 3 3 3

3 3 3 3

3 9 3 3 3

9 9

2  
    

  

   
     

 
 

и соответственно 

 
2 3

9
*V Z   . 

 

 

 

Рис. 3. Профили касательных напряжений xz (сплошная линия) и yz  (пунктирная линия)  

при 2;  2,5     

Обратим внимание на следующее обстоятельство: 

.

0

yz xz

x y z

V U
rot

x y z x y z z z

V V V U V

        
   

         

i j k i j k

V = i j = i j  

Другими словами, ненулевые компоненты вектора завихренности rot V  с точно-

стью до постоянного множителя совпадают с касательными напряжениями xz и yz . Как бы-

ло показано выше, в точке *Z  оба напряжения одновременно принимают нулевое значение. 

Это означает, что в подслое *Z  течение становится безвихревым (вырождение в потенциаль-

ное). 
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6. Анализ свойств удельной кинетической энергии 

Удельная кинетическая энергия  

   2 2 2 2 ,
2 2

k x yE V V U V
 

     

очевидно, обращается в нуль только тогда, когда становятся равными нулю обе ско-

рости U ,V  одновременно. Это происходит только обеих границах рассматриваемого слоя и 

нигде более. При этом она не равна тождественно нулю. Это означает, что у кинетической 

энергии имеются точки экстремума. Найдем их: 

 2 2
2

yzk xz
xz yz

hdE dU dV h h
U V U V U V .

dZ dZ dZ

    
          

     
 

Подставим в правую часть последнего равенства решение (7) для компонент поля 

скорости и выражения (8) для отвечающих им напряжений: 

     2 22 22 1 3 6 2k Z Z
dE h

ZZ Z .
dZ

       





  

Таким образом, получаем, что точками экстремума кинетической энергии kE  являют-

ся либо границы слоя, либо точка  

3
,

3

3
*Z 


, 

где обращаются в нуль оба касательных напряжения (рис. 4). 

 

Рис. 4. Профиль кинетической энергии kE  при 2;  2,5     

7. Анализ средней скорости течения 

Одной из характеристик течения помимо проанализированных выше, является его 

средняя скорость. С точностью до константы, отвечающей площади сечения, через которое 

проходит жидкость, средняя скорость совпадает с расходом жидкости. 
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Расход жидкости xQ  в направлении оси Ox  определяется следующим интегралом: 

    
4

1
1 1 1

0 0 0
0

3 2 3 22 1 3
4

2
4

x

Z
Z Z Z Z Z Z Z ZQ U Z dZ dZ dZ .


      

 
           

 
     

 

Аналогичным образом рассчитывается расход жидкости в направлении оси Oy : 

    
1 1

0 0
2 1

4
yQ V Z dZ dZZ Z Z .


         

 

Таким образом, средняя скорость потока в обоих направлениях оказывается прямо 

пропорциональна величине горизонтальных градиентов концентрации a  и b , определяющих 

значения   и  . 

Заметим, что если в последних двух выражениях положить 0    , расход жидко-

сти в обоих горизонтальных направлениях будет нулевым. Именно ввиду этого обстоятель-

ства  построенное решение (7) можно рассматривать как обобщение классического течения 

Бириха–Остроумова [26, 27]. С другой стороны, в случае 0     обе проекции вектора 

скорости, определяемые формулами (7), оказываются тождественно нулевыми и движение 

жидкости как таковое отсутствует. Таким образом, необходимым условием существования 

концентрационного течения, отвечающего поставленным краевым условиям (5) и (6), явля-

ется условие ненулевого расхода жидкости.  

8. Заключение 

В статье представлено обобщение течения Бириха–Остроумова на случай неодномер-

ных диффузионных течений при неоднородном распределении  поля концентрации на верх-

ней границе рассматриваемого горизонтального слоя. Полученное точное решение описан-

ной краевой задачи неспособно описывать возникновение зон с обратным течением, но от-

ражает наблюдаемый в жидкости эффект попеременного усиления/ослабления скоростей те-

чения в выделенных направлениях. Отличительной особенностью построенного решения яв-

ляется возможность управления числом точек стратификации поля касательных напряжений, 

определяемых по точному решению для скоростей течения. Максимальное число зон, на ко-

торое расслаивается поле напряжений, равно двум. В одной из них напряжение является рас-

тягивающим, во второй – сжимающим. Проведенный анализ показал, что если точки страти-

фикации обоих касательных напряжений совпадают, то эта точка будет определять экстре-

мум кинетической энергии.  
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