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An approach based on the method of virtual elements is used to solve the contact problem 

for a thin shell of revolution lying on a rigid foundation. In this case, the surface of the base has a 

shape inconsistent with the surface of the shell. The method makes it possible to determine the con-

tact area and the contact pressure from the contact area unknown in two coordinate directions. Since 

the contact area is not known in advance, the problem is structurally nonlinear. A thin isotropic 

shell is described by the classical theory based on the Kirchhoff–Love hypotheses. The base is taken 

absolutely rigid, but with the presence of an elastic gasket. The shell equations are integrated by  

S. K. Godunov’s method of discrete orthogonalization. To determine the forces of interaction be-

tween the shell and the base, a mixed method of structural mechanics is used. With this aim in view, 

the maximum possible contact area is discretized by virtual rectangular elements. A constant value 

of the contact pressure is assumed on each element obtained in this area, and the contact pressure is 

assumed to be zero on the elements in the area where the shell leaves the base. Based on the as-

sumptions, a system of linear algebraic equations is constructed, which determines the contact pres-

sure and deflection of the shell circumference axis. Since the shell can move away from the base, 

iterative procedures are applied to search for the real contact area, which depends on the geometric 

and elastic parameters of the shell and the magnitude of the external load. As an example, the con-

tact interaction of a cylindrical shell (part of the shell of a tank car) lying on a rigid base with a gas-

ket is considered. It is shown how the contact area and contact pressure change depending on the 

rigidity of the gasket and the difference between the radii of the shell and the base (inconsistency in 

the shape of the surfaces). 

Keywords: contact problem, shell of revolution, contact pressure, Fredholm equation, Green’s 

function, regularization parameter, virtual element, mixed structural mechanics method, Godunov’s 

discrete orthogonalization method. 
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В работе подход, основанный на методе виртуальных элементов, используется для 

решения контактной задачи для тонкой оболочки вращения, лежащей на жестком основании. 

При этом поверхность основания имеет несогласованную с поверхностью оболочки форму. 

Метод позволяет определить область контакта и контактное давление по неизвестной по 

двум координатным направлениям области контакта. Поскольку область контакта заранее 

неизвестна, то задача является конструкционно нелинейной. Тонкая изотропная оболочка 

описывается классической теорией, основанной на гипотезах Кирхгофа–Лява. Основание 

принимается абсолютно жестким, но с наличием упругой прокладки. Интегрирование урав-

нений оболочки осуществляется с использованием метода дискретной ортогонализации  

С. К. Годунова. Для определения усилий взаимодействия между оболочкой и основанием 

используется смешанный метод строительной механики. Для этого проводится дискретиза-

ция максимально возможной области контакта виртуальными прямоугольными элементами. 

На каждом полученном элементе в данной области принимается постоянное значение кон-

тактного давления, а на элементах в области отхода оболочки от основания контактное дав-

ление принимается равным нулю. На основе принятых допущений построена система линей-

ных алгебраических уравнений, которая определяет контактное давление и прогиб оси 

окружности оболочки. Поскольку возможен отход оболочки от основания, то затем приме-

няются итерационные процедуры поиска реальной области контакта, которая зависит от гео-

метрических и упругих параметров оболочки и величины внешней нагрузки. В качестве 

примера рассмотрено контактное взаимодействие цилиндрической оболочки (часть обечайки 

вагона-цистерны), лежащей на жестком основании с прокладкой. Показано, как изменяются 

область контакта и контактное давление в зависимости от жесткости прокладки и разности 

радиусов оболочки и основания (несогласованности формы поверхностей).  

Ключевые слова: контактная задача, оболочка вращения, контактное давление, уравнение 

Фредгольма, функция Грина, параметр регуляризации, виртуальный элемент, смешанный  

метод строительной механики, метод дискретной ортогонализации С. К. Годунова. 

1. Введение 

Задачи об оценке напряженного состояния контактирующих элементов конструкций,  

а также задачи о плотности их соединений (т. е. задачи с односторонним механическим вза-

имодействием между элементами конструкций) обычно называют контактными задачами. 
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Контактные задачи механики деформируемого твердого тела обычно содержат гра-

ничные условия в виде неравенств, которые определяют области взаимодействующих тел,  

и возможные граничные сингулярности. Эти граничные условия выражают условия непро-

никновения: третий закон Ньютона о равенстве действия и противодействия и закон поверх-

ностного трения. 

Прикладное значение контактных задач трудно переоценить, поскольку любая кон-

струкция обычно представляет собой совокупность элементов, каким-либо образом закреп-

ленных в пространстве и контактирующих при эксплуатации. Достаточно часто области кон-

такта и распределение контактного давления между элементами заранее неизвестны. При 

этом экспериментальными методами распределение контактной нагрузки точно определить 

достаточно трудно. 

Литературу по различным постановкам контактных задач механики деформируемого 

твердого тела (в дифференциальной, интегральной и вариационной форме) можно найти, 

например, в работах [1, 2], а по контактным алгоритмам – в [3, 4, 5]. 

Впервые задача о контакте упругих тел, первоначально соприкасавшихся в точке, бы-

ла поставлена и решена Генрихом Герцем 6. C появлением этой работы начала формиро-

ваться область механики деформируемого твердого тела – механика контактного взаимодей-

ствия. Теория Герца базируется на допущении малости области контакта по сравнению с 

размерами контактирующих тел. Такое допущение позволило воспользоваться фундамен-

тальным решением для полупространства при построении ядер интегральных уравнений. 

Классические решения Герца показывают, что наибольшее давление тело испытывает в се-

редине области контакта для переменных областей, а для постоянных областей имеют место 

на границе неограниченные контактные напряжения 7. Это обусловлено сингулярностью 

ядер исходных интегральных уравнений. 

Контактные задачи для оболочек имеют свои специфические особенности по сравне-

нию с аналогичными задачами для толстостенных конструкций 8, 9, 10. Для пластин и обо-

лочек характерно моментное напряженное состояние, которое вызывает поперечные дефор-

мации и обжатие. Однако при использовании гипотез Кирхгофа–Лява эти факторы не учиты-

ваются. Интегральные уравнения в рамках этих гипотез, определяющие одномерное кон-

тактное давление q для тонкостенного элемента, обычно сводятся к уравнениям Фредгольма 

первого рода 9: 

)()(),( хgdqхG 


 , 
(1) 

где G(x, ξ) – функция Грина, определяющая прогиб в точке x при действии в точке ξ  сосре-

доточенной силы, нормальной к поверхности оболочки; ω – область контакта; g(x) –  

выражение, описывающее форму поверхности основания и перемещение основания как 

твердого тела. 

Для двумерного случая, например для пластины, интегральное уравнение (1) примет 

вид 11  

),(),(),,,( yхgdqyхG 


 , 
(2) 

где функция Грина определяет прогиб в точке с координатами x, y от силы с координатами  

x = ξ, y = η. 

Если интегральное уравнение (1) получено в рамках гипотез Кирхгофа–Лява, то оно 

имеет лишь обобщенное решение. Контактная реакция представляет собой сосредоточенные 

на границе области контакта силы, поэтому уравнение (1) является некорректным. 
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Контактную задачу теории оболочек можно сделать математически корректной мето-

дами регуляризации, сущность которых заключается в переходе от уравнений Фредгольма 

первого рода (1) к уравнениям Фредгольма второго рода:   

)()(),()( хgdqхGхRq  


 , 
(3) 

где R – параметр регуляризации 9, 12. 

В контактных задачах получили распространение методы физической регуляризации 9. 

Они основаны на уточнении физической постановки задачи. Один из них заключается  

в том, что в зоне контакта вводится упругий слой, учитывающий реальные свойства микро-

геометрии контактирующих поверхностей. Параметр регуляризации определяется экспери-

ментально и характеризует свойства поверхностей. 

Другой метод физической регуляризации основан на учете в зоне контакта обжатия 

оболочки по толщине, которым классическая теория пренебрегает. При этом коэффициент 

регуляризации имеет другой физический смысл. Учет изменения расстояния между средин-

ной и внешней поверхностями оболочки под действием контактного давления вносит необ-

ходимый вклад в интегральное уравнение и приводит его к уравнению Фредгольма второго 

рода. 

Из (1) и (3) видно, что данные уравнения описывают контактные задачи только при 

жестком нагружении, нагрузка задается через перемещения g(x). С учетом уравнений (2)  

и (3) записываются интегральные уравнения Фредгольма второго рода для двумерных кон-

тактных задач. 

В прикладных задачах, когда тела имеют произвольные формы и различные гранич-

ные условия, ядро интегрального уравнения, являющееся функцией Грина, трудно опреде-

лить. Поэтому для решения контактных задач стали широко использоваться численные ме-

тоды: метод конечных элементов 4, 13, 14, метод граничных элементов 10, метод дис-

кретной ортогонализации 9, 15. 

В общем случае контакт оболочки может происходить как по согласованной, так и по 

несогласованной поверхности. Контакт называется согласованным, если поверхности обоих 

тел в недеформированном состоянии точно «подогнаны» друг к другу. Тела, имеющие раз-

личные по форме профили, называются несогласованными [2]. Известно, что тела несогласо-

ванной формы первоначально вступают в контакт в точке или по линии. Под действием 

внешней нагрузки они деформируются в окрестности точки начального контакта  

и приходят в соприкосновение по некоторой конечной области.  

В данной работе предлагается подход, основанный на методе виртуальных элементов, 

использовать при решении контактной задачи для тонкой цилиндрической оболочки, лежа-

щей на жестком основании. При этом поверхность основания имеет несогласованную с по-

верхностью оболочки форму.  

Впервые метод виртуальных (вначале использовался термин «контактных») элемен-

тов был предложен для решения одномерных контактных задач, в которых область контакта 

неизвестна по одному координатному направлению [16]. Затем метод был обобщен для ре-

шения двумерных контактных задач, в которых область контакта неизвестна по двум коор-

динатным направлениям [15, 17, 18, 19]. В работе [20, 21] для решения контактных задач бы-

ло предложено использовать термин «виртуальный элемент».  

Устойчивость и сходимость метода, а также сопоставление результатов исследования 

задачи предложенным методом с результатами исследований другими аналитическими и чис-

ленными методами в данной работе не обсуждаются, поскольку в работах [15–21] и др. этому 

вопросу уделено значительное внимание, и доказана устойчивость и сходимость метода. 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 2, 2023 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

25 

 

 

Emelyanov I. G. Applying the method of virtual elements to solving contact problems of shells of revolution interacting  

with surfaces of inconsistent shape // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2023. – Iss. 2. –  

P. 19–40. – DOI: 10.17804/2410-9908.2023.2.019-040. 

 

 

Применение метода виртуальных элементов в данной работе позволило определить 

область контакта и распределение контактного давления для оболочек, взаимодействующих 

по несогласованной поверхности контакта. При этом несогласованные поверхности контак-

тирующих тел могут иметь первоначальные зазоры произвольной формы, т. е. поверхности 

могут быть топографически негладкими. В работе область контакта определяется по двум 

координатным направлениям. Также в работе проведена аналогия между интегральными 

уравнениями Фредгольма второго рода и разрешающими уравнениями метода виртуальных 

элементов для одномерных контактных задач. 

2. Постановка задачи и метод виртуальных элементов 

Рассмотрим задачу для тонкой изотропной цилиндрической оболочки, лежащей на 

жестком основании шириной b. Задача состоит в определении контактного давления по не-

известной области контакта ω и, при необходимости, напряженного состояния рассматрива-

емой оболочки. Такая область контакта ω, например, будет образовываться между цилин-

дрической оболочкой с внешним радиусом R2, нагруженной внешней распределенной си-

лой p, и основанием c радиусом R1 (рис. 1). При R1 ≠ R2 поверхность основания имеет несо-

гласованную с поверхностью оболочки форму, т. е. имеется зазор в недеформированном со-

стоянии. Однако даже при R1 = R2 область контакта может быть неизвестна, поскольку при 

различных жесткостных параметрах взаимодействующих тел и видах внешней силы p воз-

можны зоны отхода оболочки от основания. 

 

  

Рис. 1. Оболочка вращения, лежащая на основании с шириной b 

Координатную поверхность оболочки вращения отнесем к криволинейной ортого-

нальной системе s и θ, где s – длина дуги меридиана (для цилиндрической оболочки s = z),  

θ – центральный угол в параллельном круге (рис. 2) 

Система равновесия для контактирующей оболочки имеет вид 9 

  qfY  

  1,  s , 

  0,  s , 

(4) 

где  – матричный дифференциальный оператор; Y – вектор разрешающих функций;  

f  – вектор внешней нагрузки; Λ – столбец, элемент которого, отвечающий уравнению рав-

новесия в проекции на нормаль к поверхности, равен единице, а остальные элементы – нулю; 

q– контактная нагрузка, действующая по нормали. 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 2, 2023 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

26 

 

 

Emelyanov I. G. Applying the method of virtual elements to solving contact problems of shells of revolution interacting  

with surfaces of inconsistent shape // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2023. – Iss. 2. –  

P. 19–40. – DOI: 10.17804/2410-9908.2023.2.019-040. 

 

 

 

Рис. 2. Координатная поверхность оболочки вращения в криволинейной  

ортогональной системе s и θ 

Для описания тонкой оболочки вращения воспользуемся классической теорией, основан-

ной на гипотезах Кирхгофа–Лява. Тогда задача определения напряженно-деформированного со-

стояния оболочки с параметрами, переменными вдоль образующей, будет описываться следую-

щей системой дифференциальных уравнений в частных производных [15, 22]: 

    ,sfY,sA
s

Y
m

m

m
m 


 










4

0
, 

 Szrszr ,,u,u,M,Ŝ,N,NY  , 

(5) 

где Nr, Nz – радиальное и осевое усилия; ur, uz – аналогичные перемещения; Ŝ – сдвигающее 

усилие; Ms, – меридиональный изгибающий момент; ν – окружное перемещение;  

ϑs – угол поворота нормали. Элементы матрицы Am 
зависят от геометрических и механиче-

ских характеристик оболочки. 

Учитывая уравнения (3) и (4), можно записать 19]:  

      , ,,,
4

0










sqEsf

Y
sA

s

Y
m

m

m

m 


 

  ,0 0, 0, 0, 0, ,0 ,0 q,=q
T

 

(6) 

где Е – единичная матрица. 

Таким образом, система (6) описывает напряженно-деформированное состояние обо-

лочки вращения, на которую действуют внешние силы f  и контактное давление. Однако 

проинтегрировать систему (6) нет возможности, поскольку неизвестны область контакта ω  и 

закон распределения контактного давления по ней q(s,θ). 

Для определения q(s,θ) будем использовать метод виртуальных элементов. Известно, 

что все многообразие внешних силовых воздействий на оболочку f  в системе (5) можно 

представить в виде компонентов распределенной нагрузки: касательной к образующей gs, 
касательной к направляющей gθ, нормальной к поверхности оболочки gγ. Эти компоненты 

можно представить в виде разложения [22]: 
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, cos)(
0







k

ss ksgg    , sin)(
1







k

ksgg    , cos)(
0







k

ksgg   (7) 

где k – номер гармоники. 

В силу периодичности компонентов поверхностной нагрузки все функции, определя-

ющие напряженно-деформированное состояние оболочки, можно разложить в ряд Фурье по 

окружной координате θ: 

– для симметричных компонент вектора разрешающих функций Nr, Nz, Ms, ur, uz, ϑs  

, cos)(),(
0







k

kss   (8) 

– для антисимметричных компонент вектора разрешающих функций Ŝ , ν 

. sin)(),(
1







k

kss   (9) 

Раскладывая компоненты внешней нагрузки и искомые функции в системе (5) в ряды 

Фурье по окружной координате θ и разделяя переменные для каждого члена разложения, 

имеем разрешающую систему обыкновенных уравнений восьмого порядка [15, 22] 

   

          ,g  gg      ,   ,j,i   ,sss  ,sasA      ,  , ,k

,sgYsA
ds

Yd

kkkL

k

ij

kkk

810 821210  









 (10) 

с граничными условиями 

  101 bsYB   

  . bsYB L 22   

Здесь B1, B2 – заданные матрицы;  ,1b  2b – заданные векторы;  sg


 – вектор, учитыва-

ющий известную внешнюю нагрузку; L – длина оболочки, 
)(k

ija  – компоненты матрицы 

жесткости оболочки. 

Система (10) может быть проинтегрирована с использованием метода дискретной ор-

тогонализации С. К. Годунова [22, 23], если известны все компоненты нагрузки. Таким обра-

зом, чтобы замкнуть систему (6), необходимо определить контактное давление q(s,θ), рас-

пределенное по некоторой неизвестной пока области контакта ω. 

Проведем дискретизацию максимально возможной области контакта ωmax (N  K) 

прямоугольными элементами (N, K – число элементов по окружности и меридиану). Для за-

дачи, показанной на рис. 1, максимальная физически возможная область контакта ωmax огра-

ничена размерами ширины основания b и 2tθ (2tθ = πR2 – размер по направлению окружной 

координаты θ). Таким образом, область ωmax  можно представить в виде совокупности вирту-

альных элементов с размерами as и aθ (рис. 2). На каждом виртуальном элементе примем по-

стоянное значение контактного давления q > 0. На элементах в области возможного отстава-
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ния оболочки от основания примем q = 0. Таким образом, взаимодействие оболочки и осно-

вания может быть представлено конечным числом усилий Xij, приложенных на виртуальных 

элементах по всей области ωmax: 

...K,=j  ...N,=i    ,aqХ ijij 11  

Где a = aθ × as – площадь виртуального элемента; qij – контактное давление, действующее на 

виртуальном элементе. 

Для определения усилий взаимодействия между оболочкой и основанием воспользу-

емся методом сил, который применяется в строительной механике [24]. Выделим из области 

ωmax одно полукольцо шириной as. Для полученного кольца составим систему уравнений 

равновесия методом сил: 

      0cos 1
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      0cos
1

111 
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i

NNiNi DXZX  . 
 

Здесь δij – перемещение в основной системе по направлению i-й связи от единичного 

усилия, введенного по направлению j-й связи; Z – перемещение оболочки как жесткого тела  

в вертикальном направлении. Верхний индекс в скобках обозначает номер кольца, следова-

тельно 
ij

j

i XX )( . 

Оператор D является аналогом параметра регуляризации. Он учитывает деформиро-

вание микрогеометрии поверхности основания или оболочки. Будем использовать простей-

шую модель для учета упругих свойств основания. Модель линейного деформирования ос-

нования – модель Винклера. Следовательно,  согласно 9, 25,  D можно представить как 

 
1

ca
D  , (12) 

где с – коэффициент постели; a – площадь виртуального элемента. 

Коэффициенты δij в системе (11) определяются путем интегрирования системы (10)  

после подстановки единичных усилий 1*

1 P . Единичная сила *

1P  представляется в виде  

поверхностной нагрузки, распределенной на виртуальном элементе с площадью а, то есть  

в виде разложения в ряд Фурье  
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, (13) 

где Δθ – угол, который стягивает виртуальный элемент; nf – количество удерживаемых гар-

моник. 
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Таким образом, после интегрирования системы (10) определяем матрицу радиальных 

перемещений для исследуемой оболочки ωij = urij, которые равны  коэффициентам δij  

в системе (11). 

3. Связь между интегральными уравнениями и линейными алгебраическими уравнениями 

Известно, что существует аналогия между линейными интегральными уравнениями и 

линейными алгебраическими уравнениями 26. Уравнение Фредгольма второго рода (3), 

определяющее распределение контактного давления, представим в виде 

)(
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)(),(
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)( хg
R

dqхG
R

хq

b

a

   , (14) 

где a ≤ x ≤ b, a ≤ ξ ≤ b. 

Если интервал (a, b) разбить на N интервалов, то длина их будет равна  




x
N

ab
. 

Представим 26:  

ijGjaxiaG  ),(  ,   iqxiaq  )( ,     igxiag  )(
   

)...1,( Nji  . 

Заменим интеграл  


b

a

dqхG  )(),(   

суммой  





N

j

jijqG
1

 . 

Следовательно, вместо интегрального уравнения (14) получим систему алгебраиче-

ских уравнений  
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Заменяя в системе (11) усилия взаимодействия контактной нагрузкой 1 ii Xq , 

имеем: 
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Видно, что системы (15) и (16) совпадают с точностью до констант. Следовательно, 

система (11) является аналогом одномерного интегрального уравнения Фредгольма второго 

рода. Численно определенная функция δij для системы (11) является аналогом функции Гри-

на G. Функция Грина краевой задачи для дифференциального уравнения есть фундаменталь-

ное решение уравнения, удовлетворяющее однородным краевым условиям. Функция Грина 

позволяет найти решения неоднородного уравнения, удовлетворяющие однородным краевым 

условиям. Необходимо добавить, что только для ограниченного класса изотропных оболочек 

– прямоугольных пластин, круглых пластин, сферических оболочек, цилиндрических оболо-

чек бесконечной длины – существуют аналитические выражения для функции Грина 8, 10, 

11. Для оболочек вращения конечной длины, оболочек с переменными параметрами вдоль 

образующей, анизотропных оболочек и т. д. построить аналитическую функцию Грина не 

представляется возможным. Однако численно определить такую функцию для любой обо-

лочки, подчиняющейся гипотезам Кирхгофа–Лява, с переменными параметрами вдоль обра-

зующей достаточно просто, интегрируя систему (10) от нагрузки, выраженной соотношени-

ем (13). В этой универсальности и простоте заключается преимущество численных методов. 

4. Разрешающая система для двумерных контактных задач 

В системе (11) внешнее усилие осуществляется в виде жесткого нагружения, т. е.  

за счет заданного перемещения Z. Однако в прикладных задачах нагружение оболочки обыч-

но осуществляется за счет внешних механических сил. При использовании смешанного ме-

тода, применяемого в строительной механике 24, система (11) примет вид  
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Здесь P
(1)

 – проекция внешней силы на вертикальную ось x, которая действует  

на первое кольцо.  
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В этом случае в системе (17) перемещение Z будет неизвестной величиной. Если 

учтем влияние оставшихся колец на первое, то уравнения (17) примут вид 
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Уравнения (18) в матричном виде, учитывая симметрию задачи относительно верти-

кальной оси x, запишется следующим образом:  
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где N. ,  1,=i           , 1 riii uw    

Система (19) состоит из M + 1 уравнения и имеет M  (K + 1) неизвестных. Используя 

блочный вид матрицы (20), уравнение (19) можно записать как 
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После введения трехмерной индексации n, m, p (n = 12 M – номер элемента на 

окружности, m = 1K – номер кольца, p = 1K – номер кольца, на котором приложена еди-

ничная сила) матрица H будет иметь вид 
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В матрице (21) 

mp  – символ Кронекера. 

Аналогичным образом составляются уравнения для оставшихся K−1 колец, и все 

уравнения сводятся в одну систему 
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где P – проекция внешних сил на вертикальную ось x, действующих на оболочку. 

Система (22) состоит из K(M+1) уравнений и имеет K(M+K) неизвестных величин. 

Однако, учитывая, что вектор   }...{ )()1( kТ
ZZZ   имеет простой физический смысл (прогиб оси 

окружности) и что размер области b  намного меньше длины оболочки L, можно принять  

  ,* constZZ j  K.   1=j          (23) 

Учитывая допущение (23), систему (22), определяющую контактное давление и про-

гиб оси окружности Z, можно представить в виде системы линейных алгебраических уравне-

ний  

, }{}{][ BXA 
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 (24) 

где 
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5.  Разрешающие уравнения для оболочек, контактирующих по поверхностям  

несогласованной формы 

Во многих прикладных задачах контакт оболочки происходит по несогласованной 

форме поверхности основания, например, как сказано выше, из-за разности радиусов 

R1 > R2 между оболочкой и основанием. Следовательно, для топографически гладких тел бу-

дет существовать первоначальный геометрический зазор в окружном направлении Δ (θ). 

Также зазор Δ (s) может появиться, если образующие оболочки и основания не совпадают в 

меридиональном направлении s . Например, если основание имеет конусность, то зазор бу-

дет зависеть от меридиональной координаты Δ (s). Следовательно, в общем случае первона-

чальный зазор в каждой точке может быть функцией двух переменных Δ (s, θ). Если поверх-

ность имеет шероховатость, то она также будет нарушать непрерывность первоначального 

контакта. Большинство обработанных поверхностей в первом приближении можно модели-

ровать одномерными либо двумерными шероховатостями. Зазор между плоской поверхно-

стью и поверхностью, обладающей регулярной волнистостью в двух направлениях, можно 

представить в виде 2 

),/2cos()/2cos(),( 221121  ххyx  

где Δi и λi – амплитуда и длина волны соответственно. 

В общем случае зазор будет состоять из суммы первоначального геометрического  

зазора и зазора, вызванного волнистостью.  

Таким образом, в случае контакта оболочки с основанием, имеющим первоначальные 

зазоры произвольной формы, или в случае контакта с топографически негладкими поверхно-

стями основания разрешающая система (22) будет иметь вид  
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где        jj

R

j

R RM1      – вектор суммарного зазора (j = 1…K). 

При этом, если R1 ≠ R2, между оболочкой и основанием для топографически гладких 

тел будет существовать первоначальный геометрический зазор Δ (θ). Однако для всех колец 

он будет одинаков:        K

RRR  ...)2(1 . 
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При учете зазора за счет разности радиусов и конусности, т. е. для тел с несогласован-

ными по форме профилями в двух координатных направлениях, вектор зазоров Δ (s, θ) для 

всех колец будет разным: 

       K

RRR  ...)2(1 . 

Таким образом, последний столбец в системе (25), вычисленный из геометрических 

соображений, будет учитывать произвольный в двух координатных направлениях первона-

чальный зазор между оболочкой и основанием в недеформированном состоянии. Таким об-

разом, показана возможность исследовать контакт оболочки с основанием, имеющим перво-

начальные зазоры произвольной формы, и с топографически негладкими поверхностями ос-

нования, и в этом заключается научная новизна предлагаемой работы. 

6. Алгоритм поиска области контакта 

Система линейных алгебраических уравнений (25) при решении задач с двухсторон-

ними связями (если оболочка не отходит от основания, например, за счет клея или сварки) 

полностью определяет вектор контактных (положительных и отрицательных) давлений. Сле-

довательно, после решения системы (25) находится K  M значений контактного давления 

для всех  виртуальных элементов по области ωmax  в первом приближении. Поскольку в при-

кладных задачах возможно отставание оболочки от основания, то затем необходимо приме-

нять итерационные процедуры поиска реальной области контакта ω. Для определения тех 

виртуальных элементов, которые необходимо исключить из системы (25), используется ме-

тод последовательных приближений, который обычно используется при решении контакт-

ных задач для оболочечных конструкций 14, 25. Алгоритм поиска заключается в том, что j-

е приближение строится с использованием предыдущих j−1 и с учетом отсутствия основания 

(т. е. связи) на тех элементах, где Xij < 0. Алгоритм реализуется в лагранжевой координатной 

системе с использованием согласованных виртуальных элементов. Следовательно, после ре-

шения системы уравнений (25) для первого шага и определения виртуального элемента с 

максимальным отрицательным контактным давлением Xqr < 0 на втором шаге строится 

неконденсированная (вида (24) первоначального порядка) система 27 с нулевым столбцом 

и нулевой строкой при Xqr. Процесс продолжается до тех пор, пока все значения определяе-

мых усилий не станут неотрицательными.  

При определении достоверности полученной конечной разрешающей системы  алгеб-

раических уравнений (как системы с односторонними связями) за ее характеристику прини-

маются следующие ее свойства 28: 

1) усилия во всех ее односторонних связях, при выключении остальных односторон-

них связей, должны получиться положительными; 

2) включение в частичную систему каких-либо дополнительных связей из числа от-

брошенных должно привести к отрицательным значениям усилий в них; 

3) перемещения по направлению односторонних связей, не входящих в состав рабо-

чей системы, должны быть положительными. 

Затем, как сказано выше, при необходимости можно определить напряженно-

деформированное состояние оболочки от найденного контактного давления и внешнего 

нагружения. Определение напряженного состояния оболочки от произвольного давления, 

которое приложено на множестве виртуальных элементов, в данной работе не рассматрива-

ется, поскольку оно подробно рассмотрено в работах 15, 20, 21. 
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7. Численный пример и обсуждение результатов вычисления 

В качестве примера рассмотрено контактное взаимодействие цилиндрической оболочки 

(часть обечайки вагона-цистерны), лежащей на жестком основании с прокладкой (рис. 1). При 

расчете принималось: длина оболочки L = 1,25 м, внешний радиус оболочки 2R  = 1,50 м, 

толщина стенки h = 0,006 м, модуль упругости Е = 2,1×10
5
 МПа, коэффициент Пуассона  

μ = 0,3. Главный вектор внешней нагрузки P = 4,5×10
5
 Н приложен симметрично относи-

тельно сечения s = L/2. Оболочка лежит на жестком основании шириной b=0,25 м, располо-

женном симметрично относительно граничных контуров. Между основанием и оболочкой 

имеется упругая прокладка. Длина основания по окружности 2tθ  стягивается углом 128º. Ко-

эффициент постели, учитывающий упругие свойства прокладки, принимался как для ваку-

умной резины, c = 10
8
 Н/м

3
.  

Граничные условия для обоих контуров, s = s0, sL, приняты в виде  

ru = zu =   = S = 0. 

Максимально возможная область контакта ωmax разбивалась по длине области 2tθ   

углами, равными  = 2 (N = 64), а ширина в меридиональном направлении b  делилась на 

пять элементов (K=5). Следовательно, площадь виртуального элемента равна a = 5,24 × 5 =  

= 26,2 см
2
. В выражении (13) удерживалось 170 гармоник. 

На рис. 3 показано распределение контактного давления q на области ωmax. Оболочка 

контактирует с основанием одинакового радиуса R1 = R2, т. е. по поверхности согласованной 

формы. На данном и последующих рисунках по вертикальной оси откладывается контактное 

давление q в МПа. Горизонтальные оси определяют сетку (64 × 5) виртуальных элементов по 

координатам θ и s соответственно. Для лучшего восприятия рисунка сетка нарисована с 

уменьшенным в пять раз размером по координате θ. Из рисунка видно, что принятые при 

расчете упругие свойства прокладки (как для резины) обеспечивают полное прилегание обо-

лочки к основанию по всей первоначальной области контакта ωmax.  

 

 

Рис. 3. Распределение контактного давления q по области ωmax с учетом упругих  

свойств прокладки для случая R1 = R2  
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На рис. 4 показано распределение контактного давления для случая контакта оболоч-

ки с основанием большего радиуса R1 = 1,52 м. Следовательно, контакт происходит по по-

верхности несогласованной формы с первоначальным зазором Δ(θ) вдоль окружности.  

Из рисунка видно, что в этом случае контактное давления распределяется не по всей перво-

начальной области ωmax. С помощью предложенного выше алгоритма определяется область 

ω, на которой контактное давление положительно. На полоске по краям области, равной 

двум виртуальным элементам параллельной оси оболочки, контакт отсутствует. 

 

Рис. 4. Распределение контактного давления q по области   с учетом упругих  

свойств прокладки для случая R1 > R2 

На рис. 5 показано распределение контактного давления для случая повышенной  

в тысячу раз жесткости прокладки (c = 10
11

 Н/м
3
). Следовательно, можно считать, что кон-

такт происходит с абсолютно жестким основанием. Оболочка контактирует с основанием 

радиуса R1 = R2, т. е. по поверхности согласованной формы.  

 

Рис. 5. Распределение контактного давления q по области ωmax при контакте с жестким 

основанием для случая R1 = R2 
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На рис. 5 видно увеличение контактного давления на границе области, параллельной 

оси оболочки. Даже при достаточно крупной сетке области ωmax  
видны локальные силы на 

этой границе области контакта. Это явление согласуется с известным эффектом образования 

локальных сил на границе области при решении аналитическими методами одномерных кон-

тактных задач 8, 9. Наличие таких локальных сил может определять прочность и устойчи-

вость оболочечных конструкций. Из рисунка видно, что существуют области виртуальных 

элементов, на которых отсутствует контактное давление. Эти области определяют реальную 

область контакта ω. 

На рис. 6 показано распределение контактного давления для случая контакта оболоч-

ки с абсолютно жестким основанием с большим радиусом R1 = 1,52 м, т. е. по поверхности 

несогласованной формы. Из рисунка видно, что из-за первоначального зазора контактное 

давление распределяется не по всей первоначальной области ωmax. Область контакта ω при 

заданной внешней силе значительно уменьшается. На полоске по краям области, равной 

восьми виртуальным элементам параллельной оси оболочки, контакт отсутствует.  

 

 

Рис. 6. Распределение контактного давления q по области ω при контакте с жестким  

основанием для случая R1 > R2  

На рис. 7 показано распределение контактного давления для случая, когда оболочка 

контактирует по поверхности несогласованной формы в двух координатных направлениях. 

За счет учета небольшой конусности основания от левой границы области (уклон 1/20) будет 

образовываться первоначальный геометрический зазор в меридиональном направлении. 

Следовательно, имеется первоначальный геометрический зазор в двух направлениях Δ(θ, s). 

На рис. 7 показано распределение контактного давления, если контакт происходит с упругим 

основанием (c = 10
8
 Н/м

3
). Из рисунка видно, что область виртуальных элементов, на кото-

рых отсутствует контактное давление, увеличивается от левой границы к правой. 

На рис. 8 показано распределение контактного давления для случая с небольшой  

конусностью жесткого (c = 10
11

 Н/м
3
) основания. 
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Рис. 7. Распределение контактного давления q по области ω с учетом упругих свойств  

прокладки и небольшой конусности основания 

 

Рис. 8. Распределение контактного давления q по области ω при контакте с жестким  

основанием и с учетом небольшой конусности основания 

Из рис. 8 видно, что при жёстком основании и первоначальном зазоре первоначальная 

область ωmax значительно уменьшается. На полоске, ширина которой увеличивается слева 

направо, контакт отсутствует.  

8. Заключение 

Таким образом, численный метод, основанный на методе виртуальных элементов, 

обобщен для решения контактных задач для тонкой оболочки, лежащей на основании с по-

верхностью несогласованной формы. Метод позволяет определить область контакта  

и контактное давление по неизвестной по двум координатным направлениям области кон-
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такта. В работе показана аналогия между разрешающими уравнениями метода виртуальных 

элементов и интегральными уравнениями Фредгольма второго рода. 

Проведенный численный эксперимент для конструкции в виде обечайки вагона-цистерны 

показывает, что контактное давление и область контакта зависят от величины несогласован-

ности формы контактирующих поверхностей и упругих характеристик основания. 
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