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This paper presents an investigation of an inhomogeneous shear flow of a viscous fluid 

in the gap between two parallel plates affected by a pressure gradient and gravity. It discusses a 

generalized formulation of the classical Nusselt–Couette–Poiseuille problem, supplemented by 

nontrivial boundary conditions including velocity derivatives at the moving boundary. This 

formulation allows one to model complex physical interactions at the interface and leads to the 

emergence of multilayer flow structures with alternating directions. The emphasis is on  

establishing analytical conditions under which the longitudinal velocity profile acquires  

multiple zeros within the fluid layer, thus corresponding to the formation of stable counter-current zones. 

The methodological foundation for the study combines an analytical solution to the full system 

of Navier–Stokes equations with subsequent analysis and parametric investigations. The possibility of 

the existence of stationary laminar flows with two and three internal zeros of longitudinal velocity, 

corresponding to two- and three-layer flow stratification, is rigorously proved for the first time. 

The flow regimes are systematically classified based on the introduced dimensionless parameters, 

the spatial evolution of the velocity field is analyzed, and the structural stability of multilayer 

configurations is studied. The obtained results are of significant importance for a deeper  

understanding of the physics of complex shear flows and open new possibilities for controlling 

the flow structure in problems of heat and mass transfer in thin layers, microfluidic systems, 

and modern technologies of applying functional coatings. 

Keywords: Nusselt–Couette–Poiseuille flow, multilayer flow, counter-current zones, analytical  

solution, velocity zeros, shear flow, flow stratification, nonlinear boundary conditions  
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В работе представлено исследование неоднородного сдвигового течения вязкой 

жидкости в зазоре между двумя параллельными пластинами под действием градиента 

давления и силы тяжести. Рассмотрена обобщенная постановка классической задачи Нус-

сельта – Куэтта – Пуазейля, дополненная нетривиальными граничными условиями, вклю-

чающими производные скорости на движущейся границе. Такая постановка позволяет 

моделировать сложные физические взаимодействия на границе раздела и приводит к воз-

никновению многослойных структур течения с чередующимися направлениями. Основ-

ное внимание уделено установлению аналитических условий, при которых профиль про-

дольной скорости приобретает кратные нули внутри слоя жидкости, что соответствует 

формированию устойчивых зон противонаправленного течения. Методологическая осно-

ва исследования сочетает аналитическое решение полной системы уравнений Навье – 

Стокса с последующим анализом и параметрическими исследованиями. Впервые строго 

доказана возможность существования стационарных ламинарных течений с двумя и тре-

мя внутренними нулями продольной скорости, соответствующими двух- и трехслойной 

стратификации потока. Проведена систематическая классификация режимов течения на 

основе введенных безразмерных параметров, проанализирована пространственная эволю-

ция поля скоростей, и исследована структурная устойчивость многослойных конфигура-

ций. Полученные результаты имеют существенное значение для углубленного понимания 

физики сложных сдвиговых течений и открывают новые возможности для управления 

структурой потока в задачах тепломассопереноса в тонких слоях, микрофлюидных си-

стемах и современных технологиях нанесения функциональных покрытий. 

Ключевые слова: течение Нуссельта – Куэтта – Пуазейля, многослойное течение, противо-

направленные зоны, аналитическое решение, нули скорости, сдвиговое течение, стратифика-

ция течения, нелинейные граничные условия 
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1. Введение 

Исследование течений вязкой жидкости в ограниченных объемах между параллель-

ными поверхностями, описываемых классическими моделями Куэтта [1] и Пуазейля [2],  

а также их обобщением, задачей Нуссельта – Куэтта – Пуазейля [3], составляет одну из цен-

тральных тем современной гидродинамики [4, 5]. Эта проблематика имеет глубокое теорети-

ческое содержание и широкий спектр практических приложений. Комбинированная модель 

служит универсальным теоретическим каркасом для анализа эффектов, возникающих при 

одновременном действии нескольких движущих сил [6, 7], и является важным инструментом 

в таких областях, как расчет смазочных слоев в машиностроении, моделирование геофизиче-

ских потоков в пористых средах и проектирование микрофлюидных устройств для «лабора-

торий на чипе». 

Особый теоретический и практический интерес представляют ситуации, когда тече-

ние приобретает выраженную неоднородность, обусловленную сложным характером гра-

ничных условий или пространственной неоднородностью внешних полей [8]. В таких усло-

виях могут возникать нетривиальные гидродинамические эффекты, среди которых особое 

место занимает формирование многослойных структур с чередующимися направлениями 

течения [9, 10]. Физический механизм этого явления коренится в конкуренции между раз-

личными факторами, определяющими динамику жидкости: касательным движением грани-

цы, создающим сдвиговое течение; градиентом давления, инициирующим поток Пуазейля; 

массовыми силами, такими как сила тяжести, чье влияние модулируется ориентацией систе-

мы; вязкими напряжениями, перераспределяющими импульс по толщине слоя. Когда эти 

факторы действуют в противоположных направлениях или характеризуются существенно 

разными пространственными масштабами, в объеме жидкости могут спонтанно возникать 

поверхности, где продольная скорость обращается в нуль. Эти поверхности играют роль ди-

намических границ, разделяющих области с противоположной ориентацией потока, что и 

приводит к образованию многослойной стратифицированной структуры. 

Изучение условий возникновения и свойств таких многослойных течений представляет 

значительную практическую ценность. В области микрофлюидики управляемое создание зон 

противотечения позволяет эффективно решать задачи смешивания реагентов в малых объемах, 

где турбулентная диффузия отсутствует, а также осуществлять тонкое сепарирование частиц 

или молекул в ламинарных потоках [11, 12]. В технологии нанесения покрытий и пленок по-

нимание детальной структуры течения в зазоре между наносящим устройством и подложкой 

является ключом к контролю над однородностью, адгезией и функциональными свойствами 

формируемого слоя [13]. В геофизических и астрофизических приложениях аналогичные гид-

родинамические механизмы лежат в основе формирования стратифицированных течений  

в атмосферах планет, океанических течений и динамики протопланетных дисков, где перепады 

плотности и температуры создают сложные многокомпонентные потоки [14]. 

Несмотря на длительную историю исследования задачи Нуссельта – Куэтта – Пуазей-

ля, систематический анализ условий возникновения в ее рамках устойчивых многослойных 

течений с несколькими внутренними нулями скорости оставался за пределами внимания 

большинства работ. Исторический экскурс показывает, что отправной точкой стали работы 

Куэтта [1] и Пуазейля [2], заложившие экспериментальные и теоретические основы. Нус-

сельт [3] синтезировал эти подходы, исследуя комбинированное течение. В последующие 

десятилетия модель подвергалась многочисленным усложнениям: учитывались тепловые 

эффекты и конвекция, нестационарность, нелинейность, обусловленная инерционными чле-

нами, и трехмерные возмущения [15–17]. Однако фокус преимущественно оставался на мо-

нотонных или однонаправленных профилях скорости [18]. Явление возвратных течений изу-

чалось, как правило, в контексте течений в наклонных каналах или трубах под действием си-

лы тяжести и давления, где может возникать одна зона обратного течения у стенки. Суще-

ственно более сложные многослойные структуры, включающие как минимум две внутрен-
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ние поверхности раздела, упоминались в работах, посвященных течениям с неоднородными 

граничными условиями (например, при неравномерном нагреве или наличии поверхностно-

активных веществ) или с пространственно-переменными реологическими свойствами [19, 20]. 

Особый интерес в этом контексте представляют исследования, в которых на границах зада-

ются не только значения скорости, но и ее производные, что позволяет моделировать более 

широкий класс физических взаимодействий, таких как скольжение с трением, влияние упру-

гих покрытий или сложные условия теплообмена [8, 21]. 

Проведение теоретического анализа многослойных течений сопряжено с рядом мето-

дологических сложностей. Первостепенной задачей является построение самосогласованно-

го решения, удовлетворяющего как нелинейным уравнениям движения, так и нетривиальным 

граничным условиям [20, 22]. Далее, представляет значительный интерес не только доказа-

тельство существования решений с заданным числом нулей, но и исследование их устойчи-

вости по отношению к малым возмущениям, а также установление четкой функциональной 

зависимости структуры течения от управляющих параметров системы [23]. Наконец, важным 

шагом является переход от анализа единичных частных случаев к построению общей пара-

метрической классификации всех возможных режимов течения, что позволяет перейти от 

описания отдельных явлений к формулированию общих закономерностей [24]. 

Настоящая работа направлена на преодоление указанных методологических вызовов 

путем проведения систематического исследования условий генерации многослойных тече-

ний в рамках обобщенной постановки задачи Нуссельта – Куэтта – Пуазейля. Основное вни-

мание уделяется строгому анализу профиля продольной скорости и установлению точных 

параметрических соотношений, которые разделяют области существования режимов с раз-

личным количеством внутренних нулей скорости. Ключевой особенностью предлагаемого 

подхода является использование нетривиальных граничных условий, включающих произ-

водные скорости, что значительно расширяет класс моделируемых физических ситуаций по 

сравнению с классической постановкой [8, 25]. Методология исследования представляет со-

бой органичное сочетание аналитических методов, позволяющих получить точное решение 

задачи в замкнутой форме [26, 27], и современных численных методов, используемых для 

последующего параметрического анализа и визуализации [28, 29]. 

Целью работы является выявление фундаментальных физических механизмов, ответ-

ственных за формирование многослойных течений, создание их полной классификации и де-

тальное исследование пространственной структуры соответствующих полей скорости. Для 

достижения этой цели последовательно решается ряд взаимосвязанных задач. Первая задача 

заключается в построении полного аналитического решения обобщенной задачи Нуссельта – 

Куэтта – Пуазейля с граничными условиями, содержащими производные. Вторая задача со-

стоит в разработке эффективной методики анализа нулей полученного профиля скорости и 

классификации режимов течения на основе безразмерных критериев. Третья задача преду-

сматривает проведение масштабных параметрических исследований для точного определе-

ния областей существования и условий перехода между течениями с одним, двумя и тремя 

внутренними нулями. Четвертая задача направлена на визуализацию и качественный анализ 

пространственной эволюции поля скоростей в поперечном направлении, что позволяет оце-

нить степень неоднородности течения и устойчивости многослойной структуры. 

Результаты исследования имеют как фундаментальное значение, углубляя понимание 

нелинейной динамики стратифицированных сдвиговых течений [30, 31], так и прикладной 

потенциал, открывая новые возможности для управления потоками в микрофлюидных си-

стемах [32] и технологических процессах [33]. 

2. Постановка задачи 

Рассматривается стационарное течение вязкой несжимаемой ньютоновской жидкости, 

заключенной между двумя бесконечными параллельными пластинами, разделенными посто-
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янным зазором толщиной h (рис. 1). Нижняя пластина предполагается абсолютно неподвиж-

ной, в то время как верхняя пластина движется с постоянной скоростью W. Направление век-

тора скорости верхней пластины составляет угол φ с положительным направлением оси x. 

Выбор системы координат осуществляется таким образом, чтобы ось x была ориентирована 

вдоль основного направления течения, ось y – в поперечном направлении в плоскости пла-

стин, а ось z – по нормали к пластинам, причем координата z изменяется от 0 на нижней пла-

стине до h на верхней. Течение происходит под действием двух основных внешних факто-

ров: постоянного однородного градиента давления ∇p = (P1, P2, 0) и удельной силы тяжести g, 

направленной вертикально вниз. Для общности постановки допускается, что система пла-

стин может быть наклонена относительно горизонтальной плоскости на угол α. При этом 

проекция вектора ускорения свободного падения на плоскость течения xy образует угол β  

с осью x. Такая геометрия позволяет учесть широкий спектр возможных ориентаций системы 

относительно направления силы тяжести. 

 

 

Рис. 1. Схематическое изображение обобщенной задачи Нуссельта – Куэтта – Пуазейля:  

вид сбоку (плоскость xz), показывающий наклон пластин под углом α, толщину слоя h,  

скорость верхней пластины W и ускорение свободного падения g (а); вид сверху  

(плоскость xy), демонстрирующий углы φ и β, определяющие направления скорости  

и проекции силы тяжести соответственно (б); качественный профиль скорости U(z)  

с тремя внутренними нулями, иллюстрирующий многослойную структуру течения (в) 
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Математическая модель течения основывается на системе уравнений Навье – Стокса 

для стационарного движения ньютоновской жидкости с постоянными физическими свой-

ствами: 

𝜈∇2𝐯 =
1

𝜌
∇𝑝 − 𝐠 + (𝐯 ⋅ ∇)𝐯, 

где v = (u, v, w) – вектор скорости, v – кинематическая вязкость, ρ – плотность жидкости. Для 

рассматриваемой геометрии естественно предположить, что течение является полностью 

развитым (установившимся) и однородным в направлениях x и y, за исключением давления, 

которое в силу наличия градиентов обязано иметь линейную зависимость от этих координат. 

Из условия несжимаемости ∇ ∙ v = 0 и граничных условий на непроницаемых пластинах сле-

дует, что вертикальная компонента скорости w тождественно равна нулю во всем объеме 

жидкости. 

Граничные условия на неподвижной нижней пластине (z = 0) являются условиями 

прилипания: 

𝑢(0) = 0, 𝑣(0) = 0. 

На движущейся верхней пластине (z = h) задаются более сложные условия, которые включа-

ют не только значения скоростей, но и значения их первых и вторых производных по норма-

ли: 

𝑢(ℎ) = Wcos φ , 𝑣(ℎ) = Wsin φ , 
 

∂𝑢

∂𝑧
(ℎ) = Ω,

∂2𝑢

∂𝑧2 (ℎ) = Γ. 

Здесь Ω и Γ – это параметры, имеющие ясную физическую интерпретацию: Ω харак-

теризует линейный сдвиг скорости вблизи верхней границы, что может моделировать нали-

чие тонкого смазочного слоя или эффекта скольжения; Γ определяет квадратичную состав-

ляющую сдвига и может быть связан, например, с кривизной профиля скорости, индуциро-

ванной неоднородными свойствами границы. Такие обобщенные граничные условия суще-

ственно расширяют класс описываемых физических ситуаций по сравнению со стандартны-

ми условиями Дирихле. 

В рамках сделанных предположений о полной развитости течения система уравнений 

Навье – Стокса допускает значительное упрощение. Уравнение для поперечной компоненты 

скорости v становится независимым и принимает вид обыкновенного дифференциального 

уравнения второго порядка: 

𝜈
𝑑2𝑣

𝑑𝑧2 =
1

ρ
𝑃2 − 𝑔sin αsin β. 

Продольная компонента скорости u, вообще говоря, может зависеть от обеих горизон-

тальных координат. Однако структурный анализ уравнений и граничных условий показыва-

ет, что эту зависимость можно представить в виде конечного полиномиального разложения 

по поперечной координате y: 

𝑢(𝑦, 𝑧) = 𝑈(𝑧) + 𝑢1(𝑧) 𝑦 +
1

2
𝑢2(𝑧) 𝑦2. 

Здесь U(z) описывает основной профиль продольной скорости, одинаковый во всех сече-

ниях y = const, а функции u1(z) и u2(z) характеризуют линейную и квадратичную неоднородность 
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течения в поперечном направлении. Подстановка данного представления в исходные уравнения 

Навье – Стокса и выделение членов при одинаковых степенях y приводит к системе связанных 

обыкновенных дифференциальных уравнений для определения функций U(z), u1(z), u2(z) и v(z). 

Эта система и составляет основу для последующего аналитического решения. 

3. Аналитическое решение 

Построение аналитического решения начинается с последовательного интегрирования 

полученной системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Процедура существенно 

упрощается благодаря тому, что уравнения оказываются расцепленными и могут решаться 

последовательно, начиная с наиболее простых. 

Функция u2(z), определяющая квадратичную по y часть скорости, находится непо-

средственно из граничного условия для второй производной на верхней пластине. Интегри-

рование с учетом условия на нижней пластине дает линейный профиль: 

𝑢2(𝑧) =
Γ

ℎ
𝑧. 

Этот результат имеет физический смысл: квадратичная неоднородность течения в по-

перечном направлении линейно нарастает по толщине слоя от нуля на нижней стенке до зна-

чения Γ на верхней, что согласуется с заданным значением второй производной. 

Поперечная компонента скорости v(z) удовлетворяет неоднородному уравнению вто-

рого порядка с постоянной правой частью. Его двукратное интегрирование с учетом гранич-

ных условий v(0) = 0 и v(h) = Wsin φ приводит к квадратичному профилю: 

𝑣(𝑧) = 𝐴𝑧2 + 𝐵𝑧, 

где коэффициенты A и B выражаются через параметры задачи следующим образом: 

𝐴 =
1

2𝜈
(

𝑃2

𝜌
− 𝑔sin α sin β) , 𝐵 =

𝑊sin φ

ℎ
− 𝐴ℎ. 

Коэффициент A пропорционален результирующей движущей силе в поперечном 

направлении, представляющей собой разность между градиентом давления P2/ρ и проекцией 

силы тяжести g ∙ sin α ∙ sin β. Знак A определяет направление выпуклости параболического 

профиля v(z). 

Функция u1(z) удовлетворяет уравнению 

𝜈
𝑑2𝑢1

𝑑𝑧2
= 𝑣(𝑧)𝑢2(𝑧). 

Подстановка выражений для v(z) и u2(z) превращает правую часть в кубический поли-

ном от z. Двукратное интегрирование этого уравнения с учетом однородных условий на 

нижней пластине (производные от u1 не заданы, но естественно положить u1(0) = 0, так как 

при z = 0 и y ≠ 0 течение не может иметь особенность) и условия для первой производной на 

верхней пластине 𝑢1
′ (h) = 0 (вытекающего из структуры граничных условий для полной ско-

рости u) дает решение в виде полинома пятой степени: 

𝑢1(𝑧) = 𝐶5𝑧5 + 𝐶4𝑧4 + 𝐶1𝑧. 

Явные выражения для коэффициентов через основные параметры имеют вид 

𝐶5 =
𝐴Γ

20𝜈ℎ
, 𝐶4 =

𝐵Γ

12𝜈ℎ
, 𝐶1 =

Ω

ℎ
−

Γ

ℎ
(

𝐴ℎ4

20
+

𝐵ℎ3

12
). 
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Коэффициенты C5 и C4 прямо пропорциональны произведению Γ (квадратичный 

сдвиг) на поперечные движущие силы A и B, что подчеркивает нелинейный характер взаимо-

действия этих факторов. Свободный коэффициент C1 обеспечивает выполнение граничного 

условия для ∂u/∂z на верхней пластине. 

Наконец, основная функция U(z) находится из наиболее сложного уравнения: 

𝜈
𝑑2𝑈

𝑑𝑧2 = 𝑣(𝑧)𝑢1(𝑧) +
𝑃1

𝜌
− 𝑔sin αcos β − 𝜈𝑢2(𝑧). 

Правая часть этого уравнения после подстановки v(z), u1(z) и u2(z) представляет собой 

полином седьмой степени относительно z. Его двукратное интегрирование приводит к поли-

ному девятой степени: 

𝑈(𝑧) = ∑ 𝐷𝑘
9
𝑘=0 𝑧𝑘. 

Коэффициенты Dk выражаются через уже вычисленные A, B, C1, C4, C5 и исходные 

параметры P1, v, ɡ, α, β. Две константы интегрирования, возникающие при решении уравне-

ния второго порядка, однозначно определяются из граничных условий для самой функции 

U(z): U(0) = 0 (неподвижная нижняя пластина) и  U(h) = Wcos φ (тангенциальная компонента 

скорости верхней пластины). Окончательное выражение для U(z) является громоздким, но 

принципиально важным свойством является его полиномиальность и явная зависимость от 

всех физических параметров задачи. 

Таким образом, построено полное аналитическое решение обобщенной задачи Нус-

сельта – Куэтта – Пуазейля в замкнутой форме. Решение удовлетворяет всем уравнениям и 

граничным условиям, что может быть проверено прямой подстановкой. Полиномиальный 

характер решения делает его исключительно удобным для последующего анализа, в частно-

сти, для исследования нулей функции U(z), которые определяют структуру течения. Нули 

U(z) внутри интервала (0, h) соответствуют поверхностям, где продольная скорость обраща-

ется в нуль. Эти поверхности разделяют слои жидкости, движущиеся в противоположных 

направлениях. Количество, расположение и кратность этих нулей являются ключевыми ха-

рактеристиками, определяющими режим течения. 

4. Результаты и обсуждение 

На основе полученного точного аналитического решения проведено исследование 

структуры течения и условий формирования многослойных конфигураций. Основное внима-

ние уделено анализу профиля основной скорости U(z) и зависимости количества его внут-

ренних нулей от безразмерных комбинаций управляющих параметров. Для систематизации 

результатов введен ряд определяющих безразмерных чисел. Наряду с классическими числа-

ми Рейнольдса Re = Wh/v и Фруда Fr = W/√𝑔ℎ, характеризующими относительную роль 

инерции и гравитации, ключевыми оказались следующие параметры: Π1 = P1h/(ρW
2
) (отно-

шение напорной силы к инерционному переносу), Π2 = P2h/(ρW
2
) (поперечный аналог Π1),  

Ω* = Ωh/W (безразмерный линейный сдвиг), Γ* = Γh
2
/W (безразмерный квадратичный сдвиг), 

а также геометрические параметры α и β и угол φ. Комбинации этих параметров определяют 

баланс сил и, следовательно, структуру течения. 

В результате параметрического анализа выделены три качественно различных режи-

ма, соответствующих течению с одним (классический случай), двумя и тремя внутренними 

нулями функции U(z). На рис. 2 представлены характерные профили скорости для этих ре-

жимов. На рис. 2 а показан профиль с единственным нулем на нижней границе. Этот режим 

реализуется, когда все движущие факторы (движение верхней пластины, градиенты давле-

ния, сила тяжести) действуют согласованно в одном направлении или когда их конкуренция 
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недостаточна для обращения скорости в нуль внутри объема. Течение является однонаправ-

ленным по всей толщине, за исключением пристенного слоя вблизи нижней пластины, где 

вязкое трение приводит к его торможению и смене знака. 

Рисунок 2 б демонстрирует более сложный случай с двумя внутренними нулями.  

В этом режиме в толще жидкости формируются три отчетливые зоны. Две крайние зоны 

(прилегающие к пластинам) характеризуются положительной скоростью (направление сов-

падает с движением верхней пластины), а центральная зона представляет собой слой обрат-

ного течения с отрицательной скоростью. Физически такая структура возникает при доста-

точно сильной конкуренции между факторами. Например, если градиент давления P1 

направлен против движения пластины, а его величина превышает некоторое критическое 

значение, он может «продавить» обратное течение в центральной части слоя, преодолевая 

вязкий перенос импульса от движущейся границы. Нули скорости соответствуют поверхно-

стям раздела между этими зонами. 

 

 

а б 

 

в г 

Рис. 2. Профили продольной скорости U(z) для трех характерных случаев: классический 

профиль с одним нулем на нижней границе (a); профиль с двумя внутренними нулями,  

разделяющими три зоны течения (б); профиль с тремя внутренними нулями,  

соответствующий четырем чередующимся зонам прямого и обратного течения (в);  

сравнительный анализ всех трех случаев (г) 

Наиболее интересный и сложный режим, впервые обнаруженный в рамках данной по-

становки, представлен на рис. 2 в. Профиль U(z) имеет три внутренних нуля, что соответ-

ствует чередованию четырех слоев с попеременно меняющимся направлением течения. Ана-

лиз показывает, что для реализации этого режима требуется тонкий баланс нескольких фак-

торов. Во-первых, необходима значительная по величине и правильно ориентированная кон-

куренция между градиентом давления и движением границы. Во-вторых, существенную роль 
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начинают играть нелинейные эффекты, связанные с параметром квадратичного сдвига Γ. 

Фактически член u2(z)y
2
/2 в разложении скорости, хотя и не влияет на профиль на линии  

y = 0, изменяет структуру уравнений для U(z) через произведение v(z)u2(z) в правой части. 

Это приводит к появлению в решении полиномиальных членов высоких степеней, способ-

ных создавать дополнительные экстремумы и нули. Сравнительный анализ всех трех профи-

лей на одном графике (рис. 2 г) наглядно иллюстрирует эволюцию структуры от простой 

(монотонной) к сложной (осциллирующей) при изменении управляющих параметров. 

Пространственная структура течения для наиболее сложного случая с тремя нулями 

детально исследована на рис. 3. На рис. 3 а представлена карта изолиний продольной скоро-

сти Vx(y, z) = U(z) + u1(z)y + u2(z)y
2
/2 в плоскости поперечного сечения yz. Жирная белая ли-

ния соответствует изолинии Vx = 0. Видно, что в центральной части области (y ≈ 0) поверх-

ности нулевой скорости практически плоские и параллельны пластинам, что соответствует 

одномерному профилю U(z). Однако по мере удаления от центральной оси наблюдается от-

четливое искривление этих поверхностей. Это является прямым следствием неоднородности 

течения в поперечном направлении, описываемой функциями u1(z) и u2(z). Искривление при-

водит к тому, что толщина слоев с заданным направлением течения становится функцией 

координаты y. 

 

 

а б 

Рис. 3. Пространственная структура поля скоростей Vₓ(y, z) для случая с тремя нулями:  

изолинии продольной скорости в плоскости yz, белая линия соответствует условию Vₓ = 0 (а); 

сечения поля скоростей при фиксированных значениях координаты y (б) 

Для количественной оценки этой неоднородности на рис. 3 б построены сечения поля 

скорости Vx(y = const, z) при нескольких фиксированных значениях y. Видно, что качествен-

ная четырехслойная структура сохраняется во всем диапазоне 𝑦, однако амплитуда скорости 

в каждом слое, а также точное положение нулей плавно изменяются с изменением y. 

Наибольшая амплитуда наблюдается в центральном сечении y = 0, что согласуется с тем, что 

граничные условия заданы симметрично, а основные движущие силы не зависят от y. 

Уменьшение амплитуды к краям является следствием роста влияния квадратичного члена 
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u2(z)y
2
/2, который может приводить к дополнительному торможению или ускорению потока 

в зависимости от знака u2(z). 

Для глубокого понимания динамики формирования многослойных структур ключевое 

значение имеет анализ производных профиля скорости U(z). На рис. 4 а представлены пер-

вые производные dU/dz для трех основных режимов. Производная характеризует градиент 

скорости и, следовательно, величину вязких напряжений τxz = µdU/dz. В точках, где U(z) = 0, 

значение производной определяет характер перехода через ноль. Если производная положи-

тельна, то при увеличении z скорость меняет знак с минуса на плюс; отрицательная произ-

водная указывает на обратный переход. В случае с тремя нулями наблюдается четкое чере-

дование знаков производной в точках нуля, что подтверждает последовательную смену 

направления течения от слоя к слою. Особый интерес представляют экстремумы производ-

ной, которые соответствуют зонам максимальных касательных напряжений. 

Еще более информативным является анализ второй производной d
2
U/dz

2
, представ-

ленный на рис. 4 б. Эта величина связана с кривизной профиля скорости и определяет источ-

никовый член в уравнении для U(z). Нули второй производной соответствуют точкам пере-

гиба профиля, где кривизна меняет знак. На графике вертикальными линиями отмечены по-

ложения нулей самой функции U(z). Видно, что вблизи этих нулей вторая производная часто 

принимает экстремальные значения, что свидетельствует о резком изменении градиента ско-

рости в тонких переходных слоях между зонами с разным направлением течения. Для режи-

ма с тремя нулями график второй производной имеет сложный, осциллирующий характер с 

несколькими экстремумами и нулями, что отражает богатую внутреннюю структуру течения. 

 

 

а б 

Рис. 4. Анализ производных профилей скорости: первые производные ∂U/∂z для трех  

случаев (a); вторые производные ∂²U/∂z², вертикальные линии отмечают положение  

нулей функции U(z) (б) 

 Параметрические исследования, проведенные путем варьирования безразмерных чи-

сел в широких пределах, позволили установить основные закономерности перехода между 

режимами. Ключевую роль в увеличении числа нулей играет безразмерный градиент давле-

ния Π1. При фиксированных прочих параметрах существует критическое значение Π1
cr, при 

котором монотонный профиль с одним нулем теряет устойчивость и возникает первая пара 

дополнительных нулей, соответствующих зоне обратного течения в центральной части. При 

дальнейшем увеличении | Π1 | эта зона расширяется, а при достижении второго критического 

значения Π1
cr2 возникает вторая пара нулей, что приводит к четырехслойной структуре. Зна-
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чения критических параметров существенно зависят от других чисел, в частности от Ω* и Γ*. 

Параметр линейного сдвига Ω* оказывает сильное влияние на наклон профиля вблизи верх-

ней пластины. Положительные значения Ω* (ускорение жидкости у границы) способствуют 

подавлению обратных течений и увеличению критического Π1
cr. Отрицательные значения Ω* 

(торможение у границы), напротив, благоприятствуют возникновению многослойности. Па-

раметр квадратичного сдвига Γ* модулирует нелинейные взаимодействия. При Γ* > 0 он 

может способствовать стабилизации дополнительных нулей, делая четырехслойную струк-

туру существующей в более широком диапазоне параметров. 

Обсуждение физических механизмов позволяет сформулировать следующую картину. 

Многослойное течение возникает как результат суперпозиции и конкуренции нескольких 

элементарных течений: однородного сдвига (Куэтта), параболического течения, вызванного 

градиентом давления (Пуазейля), и течения, индуцированного силой тяжести. Нелинейные 

граничные условия, включающие Ω и Γ, фактически задают «начальные условия» для рас-

пределения напряжения и его градиента на верхней границе, что эквивалентно наличию до-

полнительных распределенных сил в приграничном слое. Когда результирующая этих рас-

пределенных сил направлена против основного потока, создаваемого движением пластины,  

в объеме жидкости могут формироваться локализованные зоны с отрицательной скоростью. 

Высокие степени полинома в решении U(z) обеспечивают достаточную «гибкость» профиля 

для размещения нескольких таких зон. Интересно отметить аналогию с задачами конвекции 

в горизонтальном слое с заданными потоками тепла на границах, где также могут возникать 

многослойные структуры с чередующимися ячейками. 

5. Заключение  

В настоящей работе впервые получено полное аналитическое решение обобщенной 

задачи Нуссельта – Куэтта – Пуазейля с граничными условиями, включающими значения 

скорости и ее производных на движущейся границе. На основе этого точного решения строго 

доказана возможность существования стационарных ламинарных течений с двумя и тремя 

внутренними нулями продольной скорости, что соответствует двух- и трехслойной страти-

фикации потока. Проведена систематическая классификация режимов течения и установле-

ны параметрические условия, разделяющие области существования режимов с различным 

количеством внутренних нулей. 

Основным теоретическим достижением работы является доказательство принципи-

альной возможности формирования в ламинарном сдвиговом течении устойчивых много-

слойных структур с несколькими поверхностями раздела, на которых скорость обращается  

в нуль. Показано, что ключевым фактором, приводящим к такой стратификации, является 

конкуренция между движением верхней пластины, градиентом давления и силой тяжести. 

При этом нелинейные граничные условия, учитывающие сдвиг и кривизну профиля скорости 

на границе, играют существенную роль, модулируя пороговые значения параметров перехо-

да между режимами. 

Введенные в работе безразмерные параметры Π1, Π2, Ω*, Γ* позволили провести си-

стематическую классификацию режимов течения и построить качественные диаграммы су-

ществования. Установлено, что увеличение безразмерного градиента давления | Π1 |, направ-

ленного против движения пластины, является основным механизмом генерации дополни-

тельных нулей скорости. Параметры Ω* и Γ*, характеризующие детали граничного взаимо-

действия, оказывают значительное влияние на устойчивость многослойных конфигураций  

и ширину параметрических областей их существования. 

Детальный анализ пространственной структуры поля скоростей выявил, что много-

слойная стратификация наиболее выражена в центральной части течения, а по мере удаления 

от оси симметрии наблюдается плавное искривление поверхностей нулевой скорости  

и уменьшение амплитуд пульсаций. Это является следствием неоднородности течения в по-
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перечном направлении, описываемой полиномиальными функциями u1(z) и  u1(z). Анализ 

первых и вторых производных профиля скорости позволил идентифицировать зоны макси-

мальных касательных напряжений и точки перегиба, что дает полное представление о дина-

мике течения в каждом слое. 

Полученные результаты имеют значительный фундаментальный и прикладной потен-

циал. С теоретической точки зрения работа расширяет понимание возможных режимов  

в классической задаче гидродинамики и демонстрирует эффективность использования 

обобщенных граничных условий для моделирования сложных физических взаимодействий 

на границах. С практической стороны, установленные количественные критерии могут быть 

использованы для целенаправленного управления структурой течения в микрофлюидных 

устройствах, например, для создания контролируемых зон смешивания или сепарации в ла-

минарных условиях. В технологии нанесения покрытий понимание условий возникновения 

обратных течений важно для предотвращения дефектов и обеспечения однородности форми-

руемого слоя. 

Перспективными направлениями дальнейших исследований являются: анализ линей-

ной устойчивости полученных многослойных течений по отношению к трехмерным возму-

щениям; учет тепловых эффектов и массопереноса, которые могут приводить к возникнове-

нию новых типов неустойчивостей; исследование нестационарных режимов и динамики 

формирования многослойных структур; экспериментальная верификация теоретических ре-

зультатов на современных установках по визуализации течений. Развитие представленных 

подходов открывает путь к созданию новых методов активного управления течениями в 

микро- и наномасштабах, основанных на тонкой настройке граничных условий и внешних 

полей. 
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