


 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

2 

 

 

  

 

Editor-in-Chief: Eduard S. Gorkunov, RAS Academician (Russia) 

Deputy Editors-in-Chief: Sergey V. Smirnov, Sergey V. Gladkovsky 

Editorial Council 

 

Chairman: Eduard S. Gorkunov, RAS Academician (Russia) 
 

Anatoly A. Burenin (Russia) 

Irina G. Goryacheva (Russia) 
Janez Grum (Slovenia) 

Mikhail P. Lebedev (Russia) 

Leopold I. Leontiev (Russia) 
Evgeny V. Lomakin (Russia) 

Valery P. Matveenko (Russia) 

Nikolay A. Makhutov (Russia) 
Mitko M. Mihovski (Bulgaria) 

Nikita F. Morozov (Russia) 

Vladimir V. Moskvichev (Russia) 
Sergey V. Panin (Russia) 

Vasily M. Fomin (Russia) 

Shao Wen-zhu (China) 
 

Editorial Board 

 
Boris V. Artemyev (Moscow) 

Vladimir A. Bataev (Novosibirsk) 
Aleksandr K. Belyaev (St.-Peterburg) 

Vera V. Berezovskaya (Ekaterinburg) 

Sergey V. Burov (Ekaterinburg) 
Vladimir O. Vaskovsky (Ekaterinburg) 

Dmitry I. Vichuzhanin (Ekaterinburg) 

Mladen N. Georgiev (Sofia, Bulgaria) 
Vladimir G. Degtyar (Miass) 

Igor G. Emelyanov (Ekaterinburg) 

Sergey M. Zadvorkin (Ekaterinburg) 
Alexander G. Zalazinsky (Ekaterinburg) 

Anatoly V. Konovalov (Ekaterinburg) 

Vladimir N. Kostin (Ekaterinburg) 

Aleksey V. Makarov (Ekaterinburg) 

Vladimir A. Mironov (Ekaterinburg) 

Radik R. Mulyukov (Ufa) 
Vitaly V. Muravyov (Izhevsk) 

Aleksandr P.  Nichipuruk (Ekaterinburg) 

Oleg A. Plekhov (Perm) 
Anna M. Povlotskaya (Ekaterinburg) 

Evgenii Yu. Prosviryakov (Ekaterinburg) 

Nataliya B. Pugacheva (Ekaterinburg) 
Igor Yu. Pyshmintsev (Chelyabinsk) 

Anatoly B. Rinkevich (Ekaterinburg) 

Roman A. Savray (Ekaterinburg) 
Alexander S. Smirnov (Ekaterinburg) 

Yury V. Subachev (Ekaterinburg) 

Alexander I. Ulyanov (Izhevsk) 
Yulia V. Khudorozhkova (Ekaterinburg) 

Eelena E. Verstakova, editor of the English translation 
Irina M. Tsiklina, editor of Russian texts 

Anna V. Garieva, maker-up 

Galina V. Torlopova, associate editor 
Raul N. Shakirov, site admin 

Postal address: Institute of Engineering Science, Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, 34 Komsomolskaya st., 620049, 
Ekaterinburg, Russian Federation 

phone: +7 (343) 375-35-83, 

fax: +7 (343) 374-53-30 
e-mail: dream-journal@mail.ru 

http://dream-journal.org



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

3 

 

 

  

  

 

Главный редактор: Горкунов Эдуард Степанович – академик РАН, д.т.н. 

Заместители главного редактора: Сергей Витальевич Смирнов, д.т.н.; Сергей Викторович Гладковский, д.т.н. 

 
Редакционный совет: 

Председатель совета – Горкунов Эдуард Степанович, академик РАН, д.т.н. (Россия) 

Буренин Анатолий Александрович, член-корр. РАН, д.ф.-м.н. (Россия) 
Горячева Ирина Георгиевна, академик РАН, д.ф.-м.н. (Россия) 

Грум Янез, Ph.D, (Республика Словения) 

Лебедев Михаил Петрович, член-корр. РАН, д.т.н. (Россия) 
Леонтьев Леопольд Игоревич, академик РАН, д.т.н. (Россия) 

Ломакин Евгений Викторович, член-корр. РАН, д.ф.-м.н. (Россия) 

Матвеенко Валерий Павлович, академик РАН, д.т.н. (Россия) 
Махутов Николай Андреевич, член-корр. РАН, д.т.н. (Россия) 

Миховски Митко Минков, д.т.н. (Республика Болгария) 

Морозов Никита Федорович, академик РАН, д.ф.-м.н. (Россия) 
Москвичев Владимир Викторович, д.т.н. (Россия) 

Панин Сергей Викторович, д.т.н. (Россия) 

Фомин Василий Михайлович, академик РАН, д.ф.-м.н. (Россия) 

Шао Вэнь-чжу, профессор (Китай) 

 

Редакционная коллегия: 

Главный редактор – Горкунов Эдуард Степанович, академик РАН, д.т.н. (Екатеринбург) 

Зам. главного редактора – Смирнов Сергей Витальевич, д.т.н. (Екатеринбург) 

Зам. главного редактора – Гладковский Сергей Викторович, д.т.н. (Екатеринбург) 

Артемьев Борис Викторович, д.т.н., (Москва) 

Батаев Владимир Андреевич, д.т.н. (Новосибирск) 
Беляев Александр Константинович, д.ф.-м.н., (Санкт-Петербург) 

Березовская Вера Владимировна, д.т.н., (Екатеринбург) 

Буров Сергей Владимирович, к.т.н. (Екатеринбург) 
Васьковский Владимир Олегович, д.ф.-м.н. (Екатеринбург) 

Вичужанин Дмитрий Иванович, к.т.н. (Екатеринбург) 

Георгиев Младен Николов, д.т.н. (София, Республика Болгария) 
Дегтярь Владимир Григорьевич, академик РАН, д.т.н. (Миасс) 

Емельянов Игорь Георгиевич, д.т.н. (Екатеринбург) 

Задворкин Сергей Михайлович, к.ф-м.н. (Екатеринбург) 

Залазинский Александр Георгиевич, д.т.н. (Екатеринбург) 

Коновалов Анатолий Владимирович, д.т.н. (Екатеринбург) 

Костин Владимир Николаевич, д.т.н. (Екатеринбург) 
Макаров Алексей Викторович, д.т.н. (Екатеринбург) 

Миронов Владимир Александрович, д.м.н. (Екатеринбург) 

Мулюков Радик Рафикович, член-корр. РАН, д.ф.-м.н. (Уфа) 
Муравьев Виталий Васильевич, д.т.н. (Ижевск) 

Ничипурук Александр Петрович, д.т.н. (Екатеринбург) 

Плехов Олег Анатольевич, д.ф.-м.н. (Пермь) 
Поволоцкая Анна Моисеевна, к.т.н. (Екатеринбург) 

Просвиряков Евгений Юрьевич, д.ф-м.н. (Екатеринбург) 

Пугачева Наталия Борисовна, д.т.н. (Екатеринбург) 
Пышминцев Игорь Юрьевич, д.т.н. (Челябинск) 

Ринкевич Анатолий Брониславович, член-корр. РАН, д.ф-м.н. (Екатеринбург) 

Саврай Роман Анатольевич, к.т.н. (Екатеринбург) 
Смирнов Александр Сергеевич, к.т.н. (Екатеринбург) 

Субачев Юрий Владимирович, к.т.н. (Екатеринбург) 

Ульянов Александр Иванович, д.т.н. (Ижевск) 
Худорожкова Юлия Викторовна, к.т.н. (Екатеринбург) 

 

 
Верстакова Елена Евгеньевна – редактор перевода текста на английский язык 

Циклина Ирина Михайловна – редактор текста 

Гариева Анна Валерьевна – верстальщик текста 
Торлопова Галина Викторовна – помощник редактора 

Шакиров Рауль Нурович, к.т.н. – администратор сайта журнала 

 
Адрес редакции: 

Россия, 620049, г. Екатеринбург, ул. Комсомольская, д. 34., ИМАШ УрО РАН 

телефон: +7 (343) 375 35 83, факс +7 (343) 374-53-30 
e-mail: dream-journal@mail.ru 

http://dream-journal.org 

 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

4 

 

 

  
  

 

CONTENTS 

Frolova K. P., Vilchevskaya E. N. Сomparison of the yield functions for micropolar media 

using a cylindrical sample model  .................................................................................................  6 

Burmasheva N. V. and Prosviryakov E. Yu. An exact solution to the description  

of a unidirectional marangoni flow of a viscous incompressible fluid with the Navier bounda-

ry condition. velocity field investigation  .....................................................................................  23 

Kornilova Z. G. and Ammosov G. S. Design and process description of welded joints  

in general-purpose structural steels ...............................................................................................  40 

Korshunov L. G. and Chernenko N. L. Effect of γ→ martensitic transformation on the 

tribological properties of chromium–manganese austenitic steels ...............................................  48 

Volkov
 
S. S. The effect of damage at an ensemble of microstructure points on the margin  

of safety in structurally heterogeneous materials  .........................................................................  60 

Nazarov V. V. Analysis of two creep rupture strength models  ..................................................  73 

 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

5 

 

 

  
  

 

СОДЕРЖАНИЕ 

Фролова К. П., Вильчевская Е. Н. Сравнение условий пластичности для микрополяр-

ных сред на примере модели цилиндрического образца  .......................................................  6 

Бурмашева Н. В., Просвиряков Е. Ю. Точное решение для описания однонаправлен-

ного течения марангони вязкой несжимаемой жидкости с граничным условием Навье. 

Исследование поля скорости  ....................................................................................................  23 

Корнилова З. Г., Аммосов Г. С. Конструктивно-технологическое оформление сварных 

соединений конструкционных сталей массового назначения  ...............................................  40 

Коршунов Л. Г., Черненко Н. Л. влияние мартенситного γ→ε-превращения на трибо-

логические свойства хромомарганцевых аустенитных сталей  .............................................  48 

Волков С. С. Влияние поврежденности ансамбля точек микроструктуры на запас 

прочности структурно-неоднородных материалов  ................................................................  60 

Назаров В. В. Анализ двух моделей длительной прочности  ................................................  73 

 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

6 

 

 

Frolova K. P., Vilchevskaya E. N. Comparison of the yield functions for micropolar media using a cylindrical sample model. – 

2019. – Iss. 5. – P. 6–22. – DOI: 10.17804/2410-9908.2019.5.006-022. 

 

Received: 29.08.2019 

Revised: 18.10.2019 

Accepted: 25.10.2019 

DOI: 10.17804/2410-9908.2019.5.006-022 

COMPARISON OF THE YIELD FUNCTIONS FOR MICROPOLAR MEDIA  

USING A CYLINDRICAL SAMPLE MODEL 

K. P. Frolova
*a)

, E. N. Vilchevskaya
b)

 

Institute for Problems in Mechanical Engineering RAS 

61 Bolshoy Ave., V.O., St. Petersburg, Russian Federation 

a)
 https://orcid.org/0000-0003-0376-4463  kspfrolova@gmail.com;  

b)
 https://orcid.org/0000-0002-5173-3218  vilchevska@gmail.com 

*Corresponding author: E-mail: kspfrolova@gmail.com 

Address for correspondence: V.O., Bolshoy pr., 61, St. Petersburg, 199178, Russian Federation 

Tel.: +7 981 803 37 56; fax: +7 812 321 47 71 

The article discusses different yield functions extended to the case of micropolar media  

in order to investigate the effect of local plasticity in metals. The paper is concerned with the inho-

mogeneous stress-strain state obtained within the frame of the micropolar continuum approach for  

a cylindrical specimen under distributed couple stress on its lateral surface. The case corresponding 

to specimen tension is considered. Plastic strains prove to arise near the border of the specimen, 

while the material continues to behave elastically. According to the results, it is necessary to take 

into account couple stresses to clarify what happens in the area near the border when the size of this 

area is comparable to the size of the structure inhomogeneity. 

Keywords: yield function for a micropolar medium, size effects, pseudo-Cosserat continuum, cou-

ple stress. 
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В статье рассматриваются условия пластичности, обобщенные различными способами 

на случай микрополярных сред, с целью исследования эффекта локализации пластических  

деформаций в металлах. В качестве примера в статье рассматрено полученное в рамках мик-

рополярной теории сплошных сред неоднородное напряженно-деформированное состояние 

цилиндрического образца, на боковой поверхности которого задан распределенный момент и к 

торцам которого приложено растягивающее усилие. Оказывается, что пластическое течение 

инициируется непосредственно у границы образца, в то время как материал в целом продол-

жает вести себя упруго. Результаты свидетельствуют о необходимости учета моментных взаи-

модействий между частицами среды при рассмотрении приграничной области, размеры кото-

рой сопоставимы с характерным размером структурной неоднородности материала. 

Ключевые слова: критерий текучести для микрополярной среды, размерный эффект, псев-

доконтинуум Коссера, моментное взаимодействие. 

1. Введение 

Согласно имеющимся в литературе данным, реакция материала на нагружение опре-

деляется прежде всего процессами, происходящими на мезоуровне, являющимся промежу-

точным между микро- и макромасштабным [1, 2]. При этом может наблюдаться локализация 

пластических деформаций, возникающих в малых по сравнению с объемом тела областях. 

Так, согласно [3], некоррелированное движение индивидуальных дислокаций в высокопроч-

ных металлах приводит к возникновению локальных зон пластического течения, размеры 

которых сопоставимы с размерами ядер дислокаций. В работах [4–6] отмечается, что именно 

в поверхностном слое материала наблюдается широкий спектр атомных конфигураций  

и большое количество вакансий, приводящих к ослаблению межатомных взаимодействий  

и развитию интенсивной пластической деформации. В [4, 7] подчеркивается, что поверх-

ностный слой в материале является самостоятельной подсистемой, играющей принципиаль-

но важную роль в развитии пластических деформаций.  

Для учета структурной неоднородности материала, проявляющейся на мезоуровне, 

представляется обоснованным применение микрополярной теории, учитывающей, в общем 

случае, помимо трансляционных вращательные степени свободы элементов среды и вво-

дящей моментные взаимодействия между ними наряду с силовыми [8–11]. Действительно, 

согласно [12], в материалах c большими градиентами напряжений и наличием высокоде-

фектных субструктур в ходе деформации возможно развитие поворотов отдельных обла-

стей, вызванных миграцией границ зерен. Применение микрополярной теории приводит  
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к возрастанию вклада моментных напряжений и существенному отличию результата от по-

лученного в рамках классической теории для области концентрации напряжений, сопоста-

вимой с характерным размером структурной неоднородности материала [13, 14]. При этом 

вне данной области моментные взаимодействия можно считать малыми второго порядка  

по сравнению с силовыми. Как следствие, микрополярная теория позволяет описать начало 

пластического течения, локализованного в области концентрации напряжений, определяе-

мой характерными длинами для деформации изгиба и кручения – параметрами материала, 

отражающими так называемый «размерный эффект» и сопоставимыми с размерами эле-

ментов структуры материала. Сам эффект заключается в том, что в рамках обобщенных 

сред жесткости на изгиб и кручение у стержней и пластинок при уменьшении их размеров 

возрастают, в отличие от постоянных значений, предсказываемых классической теорией 

сплошных сред [13, 14].  

Основы микрополярной теории пластичности были заложены в [15–20]. Обзор развития 

теории можно найти в [14, 21–22]. Определение условия пластичности классической теории 

течения может быть обобщено на случай микрополярных сред двумя способами [13, 14, 21]. 

Используется либо один общий критерий пластичности, в который входят и силовые, и мо-

ментные напряжения [13, 18, 20, 23, 24], либо два отдельных критерия для силовых и мо-

ментных напряжений соответственно [13, 21]. Само условие пластичности в обоих случаях 

заключается в том, что функция текучести становится неотрицательной. Данная функция за-

висит только от обобщенной интенсивности напряжений, которая в свою очередь может 

определяться различными способами, как в случае единого критерия, так и в случае двух 

различных критериев. Наиболее известные формулировки представлены в следующем разде-

ле. Различие состоит в том, каким образом задается набор материальных параметров, фигу-

рирующих в выражении для интенсивности. Часть из них может обнуляться, а часть – при-

равниваться друг другу.  

Интерес представляет сравнение интенсивностей напряжений, определяемых в рамках 

классической и микрополярной теорий сплошных сред, для понимания степени влияния мо-

ментного взаимодействия между частицами среды на поведение материала. В работе в каче-

стве примера будет представлено сравнение интенсивностей напряжений, возникающих при 

растяжении металлического образца, описываемого классической моделью и моделью псев-

доконтинуума Коссера, являющейся частным случаем микрополярной среды. Модель псев-

доконтинуума Коссера основана на предположении о том, что взаимодействие между части-

цами среды осуществляется как за счет силовых, так и за счет моментных напряжений,  

но при этом дополнительная вращательная степень свободы частиц среды отсутствует, а их 

повороты определяются через ротор векторного поля перемещений [11]. Помимо этого для 

модели псевдоконтинуума Коссера в работе будет предложено сравнение интенсивностей 

напряжений, полученных при использовании различных критериев пластичности, представ-

ленных в литературе.  

2. Постановка задачи и методы решения 

 2.1. Критерии пластичности для микрополярных сред 

Из классической теории сплошных сред известно, что, во-первых, для изотропного 

материала условие пластичности не должно зависеть от выбора направления и может быть 

выражено в виде функции главных инвариантов тензора напряжений. Во-вторых, как прави-

ло, всестороннее сжатие не приводит к пластическим деформациям, а потому данная функ-

ция зависит от инвариантов девиаторной части тензора напряжений. Наиболее приемлемыми 

и широко используемыми критериями в классической теории являются критерии Треска  

и Мизеса [25, 26].  
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Критерий Мизеса может быть обобщен на микрополярные среды c помощью одного 

или двух условий пластичности. В общем виде единый критерий, учитывающий влияние  

как силовых, так и моментных напряжений, вводится следующим образом [13, 14]: 

   2, , 0,pY J Y  T  M T  M  (1) 

 2 1 2 1 2, : : ,J a a b b     T  M S S S S M M M M  (2) 

где 1 3tr S T TE  – девиатор тензора силовых напряжений T ; E  – единичный тензор,  

M  – тензор моментных напряжений; 1 2 1 2,  ,  b ,  ba a  – материальные параметры; 
pY  – пре-

дел текучести. Двойные скалярные произведения вводятся по следующим правилам: 

     : ; .      ab cd a c b d ab cd b c a d  

Другой возможный способ обобщения критерия Мизеса заключается в постановке 

двух условий пластичности, представляющих собой две функции, каждая из которых зависит 

только от одного тензора напряжений (силового или моментного). Соответствующие форму-

лы для функций текучести и интенсивностей напряжений примут вид [13, 14]: 

       2 20,  0;M

p M pY J Y Y J Y

      T T M M  (3) 

   2 1 2 2 1 2: ,  : .J a a J b b     T S S S S M M M M M  (4) 

В этом случае для силовых и моментных напряжений вводятся два различных предела 

текучести: 
pY   и M

pY  соответственно.  

Введенные формулами (1) и (3) критерии должны совпадать с классическим при пере-

ходе к безмоментной среде ( 0;  ,T M T T  где верхний индекс T  означает транспонирова-

ние), что накладывает ограничение на материальные параметры 1 2,  è a a , а именно: 

1 2+ 1 2a a  . Это единственное ограничение не дает однозначного определения дополнитель-

ных материальных констант, входящих в выражения для интенсивностей, описываемых 

формулами (2) и (4). Стоит отметить, что определение данных констант является одной  

из основных задач при применении неклассических сплошных сред [13, 14, 19]. Не останав-

ливаясь на способах получения того или иного набора значений данных параметров, приве-

дем наиболее широко известные из них.  

Авторы [18–20, 27–28] вводят следующий единый критерий текучести, в котором 

2b 0 :  

 2 1 2 1, : : .J a a b   T  M S S S S M M  (5) 

Остальные параметры определяются различными способами. Под «стандартным»  

набором предполагаются значения  2

1 2 11 4,  b 1 2a a l   , где l  – характерный параметр 

материала размерности длины, существенно влияющий на размер области локализации кон-

центрации напряжений [13, 20, 24]. В [18, 27] при решении статической задачи используются 

значения  2

1 2 13 4,  1 4,  b 1 8a a l    . В [20] показано, что выбор данных значений  

не оказывает существенного влияния на переход в пластическое состояние.  

Авторы [17, 21] вводят интенсивность для случая единого критерия текучести как  
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   2

2 1

1 1
, : 1 : : .

2 2

A AJ b   T  M S S σ σ M M  (6) 

Для случая двух различных критериев для силовых и моментных напряжений  

автор [21] предлагает следующие выражения для определения соответствующих им ин-

тенсивностей: 

     2

2 2 1

1 1
: 1 : ,  : .

2 2

A AJ J b   σ S S σ σ M M M  (7) 

В выражениях (6) и (7) принимается, что  
2

1b L , ,  0    – безразмерные мате-

риальные параметры материала; L  – масштабный параметр размерности длины.  

При 0   интенсивность, определяемая формулой (6), совпадает с введенной  

в [22, 29, 30]. Тогда выражение (6) совпадает с выражением (2), а выражение (7) – с выражением 

(4) при следующих значениях материальных параметров:  
2

2 2 1 1b 0;  a 1 2;  ba L    .  

Заметим, что при растяжении образца интенсивность напряжений для всех выше  

перечисленных случаев определяется как 

2 23 .J J  (8) 

При определении интенсивности напряжений будем использовать в выражениях (2)  

и (4) наборы параметров, представленные в таблице. При этом в качестве масштабного пара-

метра l  размерности длины будем использовать характерную длину для деформации изгиба, 

как это предложено например в [28]. 

Таблица – Наборы параметров в выражениях для интенсивности напряжений 

№ Значения параметров 

1 1 2 1 22

1 1
; b ;  b 0

4 2 b

a a
l

     

2 1 2 1 22

3 1 1
;  ;  b ;  b 0

4 4 8 b

a a
l

      

3 1 2 1 22

1 1
;  0;  b ;  b 0

2 2 b

a a
l

     

4 1 2 1 2 2

1 1
;  b b

4 2 b

a a
l

     

5 1 2 1 2 2

1 1
;  b b

4 4 b

a a
l

     

 2.2. Задача о растяжении цилиндрического образца 

В качестве примера определим по приведенным в предыдущем подразделе формулам 

интенсивность напряжений при растяжении металлического образца цилиндрической формы 

радиуса 0r , на боковой поверхности которого задан распределенный момент 0M  e . Напря-

женно-деформированное состояние образца получено в [31] в рамках теории упругости 
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псевдоконтинуума Коссера при решении задачи в цилиндрической системе координат 

 ,  , zr   с помощью асимптотического метода. Полученные силовые и моментные напряже-

ния имеют вид: 

 0
3

2

0

3

2 ;
r r

z z z r

F
M e

S







 

 T e e e e  (9) 

 0
3

2
2

0

3

,
r r

r rM e





 





   
   

 
M e e e e  (10) 

где F  – растягивающая сила, приложенная к торцам цилиндра; 2

0S r  – площадь попереч-

ного сечения цилиндра;   – модуль сдвига; 2 3,     – неклассические упругие модули, отра-

жающие вклад моментных взаимодействий между частицами среды.  

Определение значений неклассических модулей, фигурирующих в выражениях  

(9) и (10), сопряжено с техническими сложностями, поскольку измерить данные параметры 

напрямую подобно классическим упругим модулям невозможно. Для оценки данных моду-

лей используются методы размерных эффектов, при которых значения модулей определяют-

ся на основании сопоставления результатов измерений с полученными расчетными зависи-

мостями жесткостей на изгиб и кручение от размеров образца [14]. Несмотря на значитель-

ный прогресс в области микрополярной теории сплошных сред, неклассические упругие мо-

дули на данный момент определены лишь для некоторых материалов [32–34].  

Таким образом, в модель микрополярной среды можно ввести характерные длины для 

деформации изгиба bl  и кручения tl , которые связаны с упругими модулями следующим об-

разом [9]:  

3 2 3; .
4 2

b tl l
  

 


   (11) 

При этом значения неклассических упругих модулей ограничены условием:

3 2 3     , что накладывает аналогичное ограничение и на значения характерных длин,  

а именно: 0 2 .t bl l    

Из приведенного в формулах (9) и (10) решения видно, что напряженно-деформированное 

состояние образца у его боковой поверхности может быть уточнено с помощью модели, предло-

женной в рамках микрополярной теории упругости, тогда как при удалении от поверхности 

эффект, связанный с наличием распределенного момента на границе, исчезает. Таким обра-

зом, в приграничной области возникает концентрация напряжений, что может инициировать 

локальное пластическое течение.  

3. Результаты и обсуждение 

Выпишем все двойные скалярные произведения, фигурирующие в выражениях для 

интенсивности напряжений, представленных формулами (2) и (4): 

 022 2
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2 2

2
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3
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2

2

2
;

3

F

S
 S S  (13) 

   0
2

2 2 4
2

2

04

2 4
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4
b

r r

t b b l

b

l l l
M e

l


 

M Μ  (14) 

 02 2 2
2

02

2
.b

r r

lt b

b

l l
M e

l




 M Μ  (15) 

При решении задачи в рамках классической теории сплошных сред моментные  

напряжения равны нулю, а в выражении для силовых напряжений отсутствует компонента, 

содержащая экспоненциальную функцию. Тогда классическая интенсивность напряжений 

при растяжении будет определяться формулой (16): 

2

2 2
.cl F

J
S

  (16) 

Для получения численных результатов рассмотрим цилиндрический образец радиуса 

0 0,004 ìr  и длины 0,04 ì ,L  выполненный из атмосферостойкой стали с модулем сдвига 

80 000 Ì Ï à.   Примем для определенности, что распределенный момент на границе 

0 64 000 Ï à.M   Предел текучести при растяжении находится в диапазоне 465 640 МПа.pY    

Примем, что растягивающее усилие 20 000 Í .F   Тогда, согласно выражению (16), интен-

сивность напряжений окажется равной 
2 400 МПа,clJ   что не превышает значения предела 

текучести при растяжении. Таким образом, при моделировании поведения материала в рам-

ках безмоментной теории оно является чисто упругим.  

В работе [31] предложен метод определения материальной константы ,bl  основанный 

на сравнении экспериментальных и аналитических данных. При этом предполагается, что 

модель объясняет существенно неоднородное распределение водорода, проникающего в ме-

талл из внешней среды. Так, экспериментальные данные свидетельствуют о том, что водород 

практически весь аккумулируется в тонком поверхностном слое [35–38]. Экспериментально 

измеренная толщина пограничного слоя 
*r , содержащего избыток водорода, сравнивается  

с аналитически полученной шириной области с дополнительными продольными смещения-

ми частиц континуума. Тогда имеет место следующее соотношение:  0 * 01 ln ,bl r r r k    

где k показывает степень затухания продольных перемещений при удалении от боковой по-

верхности образца на толщину пограничного слоя. При 100k   получаем 13 μм.bl   

 3.1. Единый критерий пластичности 

При использовании стандартного набора параметров (таблицы № 1) в выражении для 

интенсивности напряжений, обобщенной на случай микрополярного материала формулой (2), 

получаем следующее равенство:  

  
 0

1

22 22
2 2 40

2 2 6

3
2 6 .

8
b

r r

l

t b b

b

MF
J l l l e

S l




     (17) 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

15 

 

 

Frolova K. P., Vilchevskaya E. N. Comparison of the yield functions for micropolar media using a cylindrical sample model. – 

2019. – Iss. 5. – P. 6–22. – DOI: 10.17804/2410-9908.2019.5.006-022. 

 

При использовании набора параметров, предложенного в [18, 27] для статической  

модели (таблица № 2), интенсивность напряжений, вычисленная по формуле (2), оказывается 

равной  

  
 0

2

22 22
2 2 40

2 2 6

3
2 28 .

32
b

r r

l

t b b

b

MF
J l l l e

S l




     (18) 

При использовании набора параметров № 3 (таблица) общая интенсивность определя-

ется выражением  

  
 0

3

22 22
2 2 40

2 2 6

3
2 8 .

8
b

r r

l

t b b

b

MF
J l l l e

S l




     (19) 

Найдем функции интенсивности, определяемые формулами (17)–(19), для следующих трех 

значений характерной длины для деформации кручения:    2 3 20 ; 2  0 ;t t bl l l        

 2 3 2  .t bl l     При сравнении выражений (17)–(19) видно, что имеют место следующие ра-

венства: 
1 1 2 2 3 32 0 2 2 2 0 2 2 2 0 2 2;  ;  . 

t t b t t b t t bl l l l l l l l lJ J J J J J         Интенсивность напряжений 

на боковой поверхности образца принимает значения 
1 22 0 2 0( ) 9,5 ÃÏ à;  ( ) 8,5 ÃÏ à;J r J r   

32 0( ) 10,5 ÃÏ àJ r   – при 0,  2t t bl l l   и значения
1 22 0 2 0( ) 7,4 ÃÏ à; ( ) 7,9 ÃÏ à; J r J r   

32 0 ( ) 8,5 ÃÏ àJ r   – при 2 .t bl l  Графики зависимости интенсивностей от безразмерной ра-

диальной координаты ( 01x r r  ) для разных значений характерной длины для деформации 

кручения представлены на рис. 1. 

При анализе результата, представленного на рис. 1, видно, что учет моментных взаи-

модействий между частицами микрополярной среды приводит к возникновению пластиче-

ского течения непосредственно у боковой поверхности образца, поскольку интенсивность 

напряжений в этой области значительно превышает предел текучести при растяжении. При 

удалении от границы интенсивность стремительно убывает и стремится к полученной в рам-

ках классической теории. Следовательно, уточненное с помощью микрополярной теории 

решение играет роль только в тонком поверхностном слое, толщина которого сопоставима  

с размерами структурной неоднородности материала. При выходе же за пределы данной об-

ласти моментные взаимодействия можно считать малыми второго порядка по сравнению  

с силовыми.  

Как видно из представленных на рис. 1 графиков, значение характерной длины для 

деформации кручения влияет на значение интенсивности у боковой поверхности образца. 

Характер же убывания интенсивности до значения, получаемого в рамках классической тео-

рии, равно как и ширина зоны локализации концентрации напряжений, не меняются суще-

ственно при изменении данного параметра.  

Заметим, что качественно результаты, полученные для разных наборов параметров  

в выражении для интенсивности, не отличаются друг друга. Тем не менее имеются количе-

ственные отличия, во-первых, в максимальном значении интенсивности, а во-вторых, в ши-

рине зоны локализации пластического течения (рис. 2).  
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а б 

 

в 

Рис. 1. Зависимости интенсивности напряжений от безразмерной радиальной координаты 

при разных значениях tl : a – 
12 ( );J x  б – 

22 ( );J x  в – 
32 ( )J x  

 

а б 

Рис. 2. Сравнение интенсивностей напряжений, полученных для разных наборов параметров 

(таблица № 1–3): a – 0,  2 ;t t bl l l   б – 2t bl l  

Рассмотрим теперь общее выражение для интенсивности, в котором фигурируют  

все двойные скалярные произведения, представленные формулами (12)–(15). Остановимся  
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на двух последних наборах параметров, представленных в таблице. В первом случае 

(таблица № 4) имеем следующее выражение для обобщенной интенсивности: 
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во втором случае: 
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При сравнении выражений (20) и (21) видно, что при 0tl   значения интенсивностей 

совпадают. Сравнение значений интенсивностей, вычисленных по формулам (20) и (21), для 

0;tl   2t bl l  и 2t bl l  представлено на рис. 3. 

 

 

а 

 

б а 

Рис. 3. Сравнение интенсивностей напряжений, учитывающих все двойные скалярные  

произведения между тензорами силовых и моментных напряжений:  

a – 0;tl   б – 2 ;t bl l  в – 2t bl l  
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При анализе результатов, представленных на рис. 3, и сравнении их с полученными 

выше можно заметить, что качественного изменения картины не наблюдается при использо-

вании большего или меньше числа ненулевых параметров, фигурирующих в выражении для 

обобщенной интенсивности. Основное различие заключается в величине, определяющей ин-

тенсивность напряжений в области их концентрации. При этом очевидно, что все предло-

женные значения существенно превышают предел текучести материала при растяжении.  

Таким образом, принципиально важно учитывать моментное взаимодействие при определе-

нии поведения материала в области, соразмерной с масштабом структурной неоднородности.  

 3.2. Два критерия пластичности. Сравнение с единым критерием 

Использование наборов параметров, перечисленных в таблице, даст следующие  

выражения для интенсивностей силовых и моментных напряжений соответственно:  
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При сравнении выражений (22)–(26) отметим, что в некоторых случаях для разных 

наборов параметров совпадают либо интенсивности силовых ((22), (25) и (26)), либо интен-

сивности моментных напряжений ((22) и (24)). Интерес представляет сравнение данных ин-

тенсивностей с соответствующими интенсивностями, полученными при использовании еди-

ного условия пластичности.  

Поскольку влияние значения параметра характерной длины для деформации кручения 

на величину интенсивности было обсуждено в предыдущем пункте, при рассмотрении кри-

териев пластичности в данном разделе примем для определенности, что 2 .t bl l  

Графики зависимостей интенсивностей от безразмерной радиальной координаты для 

случая одного и двух критериев пластичности представлены на рис. 4.  
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а б 

 

в г 

 

д 

Рис. 4. Сравнение интенсивностей напряжений, вычисленных для одного и для двух  

критериев пластичности: a – набор параметров № 1; б – набор параметров № 2;  

в – набор параметров № 3; г – набор параметров № 4; д – набор параметров № 5 

Из представленных на рис. 4 графиков видно, что общая интенсивность напряжений, 

зависящая одновременно и от силовых, и от моментных напряжений, выше значений интен-

сивностей, зависящих только от одного из типа напряжений. При этом интенсивность мо-

ментных напряжений, как и следовало ожидать, быстро убывает при удалении от зоны кон-

центрации напряжений.  
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4. Заключение 

В работе представлен анализ неоднородного напряженно-деформированного состоя-

ния растягиваемого цилиндрического образца, на боковой поверхности которого задан рас-

пределенный момент. В результате учета моментных взаимодействий между частицами сре-

ды в рамках микрополярной теории оказывается, что интенсивность напряжений в пригра-

ничной зоне значительно превышает предел текучести при растяжении. При этом функция 

интенсивности резко убывает при удалении от боковой поверхности цилиндрического об-

разца до значения, прогнозируемого классической теорией сплошных сред. Таким образом, 

при общем упругом поведении материала может наблюдаться локализованное пластическое 

течение в приграничной области, размеры которой сопоставимы с размерами структурной 

неоднородности материала.  
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В статье рассматривается однонаправленное течение вязкой несжимаемой жидкости  

в бесконечном горизонтальном слое заданной толщины, индуцированное заданным на верхней 

границе слоя термокапиллярным эффектом и учетом на нижней границе условия проскальзы-

вания жидкости. Получено точное решение системы уравнений Обербека-Буссинеска. Прове-

ден подробный анализ поля скорости для различных значений длины проскальзывания. Пока-

зано, что в жидкости могут возникать противотечения. Проанализировано их число, выписаны 

условия появления стратификации поля скорости. 

Ключевые слова: слоистое течение, система уравнений Обербека-Буссинеска, точное реше-

ние, однонаправленное течение, противотечения, конвекция Марангони, условие Навье. 

1. Введение 

Основой многих технологических процессов является движение жидкости в различ-

ного рода системах. Причем особенности переноса энергии, импульса и вещества в ходе этих 

процессов зависят от множества факторов, к числу которых относятся задаваемые на грани-

цах области течения краевые условия. Тип краевого условия определяется видом контакти-

рующих поверхностей. На границе раздела двух сред достаточно часто используется усло-

вие, описывающее термокапиллярный эффект Марангони-Гиббса [1]. На границе жидкости с 

твердой поверхностью наиболее распространено использование условия прилипания [2–4]. 

Однако экспериментальные работы [5] показывают, что это условие выполняется не всегда. 

Тогда в качестве альтернативы берется условие проскальзывания. Существует несколько ти-

пов условий проскальзывания [6–11]. Выбор конкретного вида граничного условия оказыва-

ет существенное влияние на решение краевой задачи. 

Изучение конвективных движений в жидкости основывается на анализе свойств точ-

ных решений уравнений тепловой конвекции [12]. В работах [13–31] построены обобщенные 

классы точных решений, в том числе и для конвективных термокапиллярных течений  

[25–31]. Предложенные точные решения описывают неодномерные течения жидкости.  

Тем не менее в некоторых случаях при проектировании аппаратов, использующих жидкость 

с низкой температурой плавления или высокой вязкостью, сама технология диктует приме-

нение однонаправленного течения теплоносителей. Однонаправленное течение обеспечивает 

наиболее однородную температуру стенок между входом и выходом аппарата, сводя тем са-

мым к минимуму температурные напряжения. [32]. 
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В предложенной работе построено точное решение, описывающее однонаправленное 

течение Марангони вязкой несжимаемой жидкости с учетом условия проскальзывания Навье [7] 

на твердой границе горизонтального бесконечного слоя. Построенное решение для поля тем-

пературы и поля давления оказывается двумерным по координатам. Основное внимание в 

статье уделено анализу поля скоростей течения. Показано, что решение допускает появление 

расслоений. Выписано условие на граничные параметры, удовлетворение которого означает 

наличие точек расслоения поля скорости. 

2. Постановка задачи и методы решения 

Рассматривается установившееся конвективное слоистое течение вязкой несжимае-

мой жидкости в плоском горизонтальном бесконечном слое толщины h . Действующее на 

жидкость поле силы тяжести характеризуется ускорением свободного падения g , направ-

ленного вертикально вниз. Полагаем, что справедливо приближение Обербека-Буссинеска  

о зависимости плотности жидкости   от ее температуры T   0
1 T    , где   – коэффи-

циент теплового расширения жидкости, 
0

  – среднее значение плотности [12]. 

Для описания конвективного течения вязкой несжимаемой жидкости введем систему 

координат таким образом, чтобы ось Oz  была направлена вертикально вверх, а оси Ox , Oy  

лежали в горизонтальной плоскости.  

Полная система уравнений тепловой конвекции, используемая для описания слоистых 

течений (компонента zV  вектора скорости V  полагается равной нулю) вязкой несжимаемой 

жидкости, имеет вид [12]: 

x x
x y x

V V P
V V V

x y x


  
   

  
;   

y y

x y y

V V P
V V V

x y y


  
   

  
; 

P
g T

z



 


; 

;x y

T T
V V T

x y


 
  

 
 

0
yx

VV

x y


 

 
. 

(1) 

В системе (1) приняты обозначения: ( , , )P x y z  – нормированное на плотность откло-

нение давления от гидростатического; ( , , )T x y z  – отклонение температуры от отсчетного 

значения ;   – кинематическая (молекулярная) вязкость жидкости и ее температуропровод-

ность; 
2 2 2

2 2 2x y z

  
   

  
 – оператор Лапласа. Первые три уравнения системы (1) есть за-

пись векторного уравнения Навье-Стокса в проекциях на координатные оси, четвертое урав-

нение – уравнение теплопроводности, последнее – уравнение несжимаемости.  

В случае рассмотрения однонаправленных течений вдоль оси Ox  (рис. 1) полагаем 

скорость 0yV  . Тогда система (1) значительно упрощается: 
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2 2 2

2 2 2

x x x x
x

V V V VP
V

x x x y z

    
     

     
; 

0
P

y





; 

P
g T

z


 


; 

2 2 2

2 2 2x

T T T T
V

x x y z

    
    

    
; 

0xV

x





. 

(2) 

Стоит отметить, что системы (1) и (2) являются переопределенными, так как в них 

число уравнений превосходит число неизвестных функций, в роли которых выступают ком-

поненты вектора скорости, давление и температура. Разрешимость системы вида (1) и точ-

ные решения для нее обсуждались в [17, 21, 24–27, 33–35]. 

 

 

Рис. 1. Геометрия слоя 

Из последнего уравнения системы (2) следует, что скорость жидкости зависит только 

от двух координат: 

 ,x xV V y z . (3) 

Принимая во внимание соотношение (3), систему (2) можно переписать в следующем 

виде: 

2 2

2 2

x xV VP
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    
, 

(4) 

при этом  ,P P x z . 
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Далее будем рассматривать течения вязкой несжимаемой жидкости, у которых про-

филь скорости зависит только от одной (поперечной) координаты [35, 36]:  

 xV U z . (5) 

Формула (5) для течений жидкости при постоянной температуре описывает профиль 

Куэтта [37], а для конвективных течений – профиль Остроумова–Бириха [13–14]. 

Подстановка выражения (5) в систему (4) приводит к системе дифференциальных 

уравнений в частных производных: 

2

2

P U

x z

 
 

 
; 

P
g T

z


 


; 

2 2 2

2 2 2

T T T T
U

x x y z

    
    

    
. 

(6) 

Кроме того, использование семейства решений (5) в силу системы (6) позволяет опре-

делить структуру решения для гидродинамических полей температуры T  и давления P .  

Несложно убедиться, что поле давления и поле температуры оказываются линейными фор-

мами введенных выше координат: 

0 1( ) ( )T T z T z x  ; 0 1( ) ( )P P z P z x  . (7) 

Подставляя соотношения (5) и (7) в систему (6), получим систему обыкновенных 

дифференциальных уравнений относительно переменной z (дифференцирование по этой  

переменной обозначено штрихом): 

1 0T   ; 
1 1P g T   ; 

1U P  ; 

0 1T UT  , 
0 0P g T   . 

(8) 

Общее решение системы (8) имеет вид: 

1 1 2T C z C  ; 
2

1 1 2 3
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2
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Выражения (9) содержат восемь неизвестных констант интегрирования ( , 1,8iC i  ), 

следовательно, для их нахождения необходимо определить восемь краевых условий.  

Будем полагать, что задана температура нагрева верхней границы z = h, а температура 

на нижней границе z = 0 принята за отсчетный уровень: 

 0 0T  ;  T h Ax . (10) 

Условия (10) в силу представления (7) равносильны следующим условиям: 

   0 10 0 0T T  ;  0 0T h  ;  1T h A . (11) 

Также полагаем, что на нижней границе выполняется условие скольжения Навье [7],  

а на верхней – задано постоянное давление 0S , соответствующее атмосферному давлению,  

и поле касательных напряжений, вызванное термокапиллярным эффектом [1]: 

 
0

0x
x

z

V
V




 
n

;   0P h S ; x

z hz h

V T

z x 

 
 
 

. (12) 

Здесь n  – вектор нормали, направленный от нижней границы слоя жидкости внутрь 

слоя жидкости [7]. С помощью класса (5) и (7) граничные условия (12) записываются в виде: 

 
0

0
z

U
U

z 


 


;  0 0P h S ;  1 0P h  ;  1

z h

U
T h

z 


  


. (13) 

Здесь  и – коэффициенты температурного поверхностного натяжения и динамиче-

ской вязкости соответственно; α – длина проскальзывания.  

3. Результаты и обсуждение 

 3.1. Точное решение краевой задачи  

Решение краевой задачи (8), (11), (13) является полиномиальным: 
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(14) 
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     4 5 3 2
221 1120 366 560 4 19 140h z z h z h z z          . 

Легко видеть, что наименьшую степень имеет полином, описывающий свойства про-

дольного градиента температуры 1T , а наибольшую – полином, отвечающий фоновому дав-

лению 0P . 

Заметим, что точное решение (14) обладает тем свойством, что нулевые точки всех 

компонент полей (за исключением фонового давления 0P ) не зависят от величины значения 

горизонтального температурного градиента A . Влияние этого градиента на фоновое давле-

ние 0P  можно нивелировать произволом выбора значения 
0S .  

Далее в статье будем обсуждать только поле скорости течения. 

 3.2. Исследование скорости течения в случае прилипания жидкости и граничного  

условия для проскальзывания жидкости 

Проанализируем поле скорости, представляемое компонентой U . Очевидно, что в 

случае теплоизолированных границ ( 0A  ) жидкость будет находиться в покое относитель-

ной выбранной системы координатных осей. Если температурный градиент A  отличен от 

нуля, то скорость U  определяется нелинейным взаимодействием двух потоков – термогра-

витационного  4 2 2 3
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потока зависит от величин коэффициентов 
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
 и 
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
. Представим тогда выражение ско-

рости (14) в следующем виде: 
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. (15) 

В формуле (15) введены обозначения:  0,1
z

Z
h

   – безразмерная координата, a
l




;
h

l
  ; l  – характерный горизонтальный размер рассматриваемого слоя жидкости.  

Отметим, что полиномы 4 2

1 6 8f Z Z Z    и 2f Z  являются строго монотонными  

на отрезке  0,1  (рис. 2), линейно независимыми и принимают положительные значения  

на  0,1 . Поэтому в виду неотрицательности параметра 
a


по отдельности ни термогравита-

ционный, ни термокапиллярный потоки не могут привести к появлению застойной точки 

скорости U . 

Заметим, что если 0a  , то условие Навье на нижней границе слоя вырождается в 

условие прилипания. В этом случае скорость (15) может иметь застойную (нулевую точку) 

только для ньютоновских жидкостей. Действительно, если жидкость аномальная ( 0  ), то 

коэффициент 0
A

 


, значит скорость U  описывается суммой двух неотрицательных 

строго возрастающих функций, обращающихся в нуль только на нижней границе слоя жид-

кости. Сумма таких функций также будет неотрицательной строго возрастающей функцией, 
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следовательно, всюду внутри слоя скорость U  будет отлична от нуля, при этом ее направле-

ние будет определяться только знаком продольного градиента температуры A . 

 

 

Рис. 2. Профили вспомогательных функций 1f  (сплошная линия) и 
2f  (пунктирная линия) 

Вернемся к случаю положительной безразмерной длины скольжения ( 0a  ). Если не-

которая точка 1Z  является нулем многочлена (15) на отрезке  0,1 , то выражение  
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можно рассматривать как однородное линейное уравнение относительно коэффициентов 
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 и 
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, которому должны удовлетворять параметры краевой задачи, что-

бы скорость U  обратилась в нуль в точке 1Z . Если наряду с 1Z  на интервале  0,1  суще-

ствуют еще нули полинома (15), то получим систему однородных линейных уравнений отно-

сительно тех же коэффициентов 
2
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 и 
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. Известно, что такая система име-

ет нетривиальное решение только если ранг ее матрицы меньше числа неизвестных системы, 

т.е. если число нулей полинома (15) меньше трех. Другими словами, полином вида (15) мо-

жет иметь не более двух корней внутри отрезка  0,1 .  

Однако анализ свойств многочлена (9) с учетом условия 0a   показал, что скорость 

U  может иметь не более одной нулевой точки внутри слоя (рис. 3) при наложении потоков 

друг на друга. Именно эта точка является точкой стратификации поля скорости. Положение 

точки стратификации можно менять, варьируя значение длины проскальзывания  , геомет-

рических параметров слоя ( h , l ) и физических параметров жидкости ( ,  и других). 

При течении жидкости в ней возникает касательное напряжение 

2
3

6
3 2xz

g hU U
A Z Z

z h Z





    
             

, (16) 
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которое также может один раз обратиться в нуль внутри слоя (рис. 4) при выполнении 

условия 

 2 3 0g h     . 

 

 

Рис. 3. Профиль скорости U  

 

Рис. 4. Профиль касательного напряжения xz  

Тип напряжения на верхней границе зависит от знака продольного градиента темпе-

ратуры A  и знака температурного коэффициента поверхностного натяжения  . При этом 

величина касательного напряжения xz  (16) не зависит от безразмерной длины скольжения а, 

так как этот параметр входит в выражение для скорости U  (15) в виде аддитивного однород-

ного слагаемого.  

Заметим, что в случае прилипания жидкости или граничного условия для проскальзы-

вания жидкости расход жидкости в рассматриваемом слое в общем случае будет ненулевым: 
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Заметим, что с учетом соотношения 


 
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, если справедливо равенство 
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, 

связывающее геометрические параметры, характеризующие область течения и граничные усло-

вия, и физические параметры жидкости, то расход жидкости Q  для скольжения будет нулевым. 

 3.3. Исследование скорости течения в случае идеального скольжения 

Условие Навье при бесконечном значении параметра   сводится к условию идеаль-

ного скольжения. Если подставить    в приведенное выше точное решение (14), то полу-

чим, что все гидродинамические поля становятся бесконечными в любой точке исследуемого 

слоя. Все дело в том, что в предельном случае    меняется тип некоторых граничных 

условий, а именно, краевое условие третьего рода 
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преобразуется к условию второго рода 
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, 

которое естественным образом следует из условия Навье (12) при   . В этом случае для 

получения частного решения необходимо апеллировать к общему решению (9) системы 

дифференциальных уравнений (8).  

Подставим граничные условия (11) в точное решение (9) для продольного градиента 

температуры 1T  и получим: 

 1 1 20 0 0T C C    ;  1 1 2A T h C h C    . 

Из этой системы условий легко находим значения неизвестных констант: 2 0C  ; 1C A h . 

Далее используем граничные условия для градиента давления 1P : 

  2

1 3

1
0 0

2

A
P h g h g h C

h
       , 



 

 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

35 

 

 

Burmasheva N. V. and Prosviryakov E. Yu. An exact solution to the description of a unidirectional Marangoni flow of a viscous  

incompressible fluid with the Navier boundary condition. Velocity field investigation // Diagnostics, Resource and Mechanics 

of materials and structures. – 2019. – Iss. 5. – P. 23–39. – DOI: 10.17804/2410-9908.2019.5.023-039. 

 

откуда следует, что 3 2C Ag h   . Наконец, находим значения констант интегрирования  

в общем решении (9) для скорости U : 
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А значит, выражение для определения скорости U  примет вид: 
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. (17) 

Для определения константы 5C  в выражении (17) необходимо использовать дополни-

тельное условие. Мы будем брать условие нулевого расхода жидкости: 

1

0

0UdZ  , (18) 

позволяющее асимптотически описывать течение в замкнутом слое. Учет условия (18)  

в решении (17) позволяет получить окончательный вид скорости U : 
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. (19) 

График вспомогательной функции  3f Z  приведен на рис. 5.  

 

 
 

Рис. 5. График функции  3f Z  
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Рис. 5 иллюстрирует, что скорость U , определяемая выражением (19) имеет только 

одну нулевую точку, положение которой никак не зависит от значений параметров, задавае-

мых на границах слоя жидкости.  

Однако следует помнить, что решение (19) должно удовлетворять еще и условию су-

ществования термокапиллярного эффекта: 
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Это равносильно следующему условию: 
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Удовлетворение равенства 

2 3 0g h      (20) 

обеспечивает непротиворечивость граничных условий, т.е. существование термокапиллярно-

го эффекта на верхней границе при учете условия идеального скольжения на нижней границе 

исследуемого слоя жидкости.  

Величина соответствующего касательного напряжения xz  в случае идеального 

скольжения может быть найдена по следующей формуле: 
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(21) 

Из выражения (21) легко видеть, что в отличие от случая  0,   напряжение xz  

всюду в слое сохраняет знак. Тип напряжения (растягивающее или сжимающее) определяет-

ся знаком продольного градиента температуры A .  

Посчитаем также, как это было проделано для случая выполнения условия проскаль-

зывания, расход жидкости. Несложно убедиться, что в случае идеального скольжения он бу-

дет равен нулю: 
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что согласуется с условием (19), выбранным для определения необходимых констант в точ-

ном решении для поля скорости. 
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4. Заключение 

В статье получено новое точное решение, описывающее влияние термокапиллярного 

эффекта и условия проскальзывания на однонаправленное течение вязкой несжимаемой 

жидкости. Внимание в статье уделено анализу свойств поля скоростей течения. Показано, 

что полученное решение способно описывать возникновение стратификаций, при чем неза-

висимо от величины длины проскальзывания, скорость может иметь не более одной нулевой 

точки. Также было показано, что величина длины проскальзывания влияет на число нулевых 

точек компонент поля касательных напряжений. 
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Ensuring the durability and longevity of welded joints in metallic structures is an important 

problem of life support, especially in the conditions of the North. Welded joints are the crucial areas 

reducing resistance to brittle failure, and heat-affected zones (HAZ) are their weakest sites in terms 

of cold resistance. Thermokinetic diagrams and diagrams of anisothermal decay of austenite (ADA) 

are used for the determination of the structure composition and mechanical characteristics of the 

HAZ metal in the welding of many structural steels for various purposes. To choose optimum rates 

of cooling by preheating of products to be welded, the structure composition and mechanical char-

acteristics of the HAZ metal, we use a carbon equivalent Ce. Besides, in terms of the effect  

of design and process factors on the formation of welded joints, the paper shows the necessity  

of controlling welding consumables when welding general-purpose steels. 

Keywords: welded joint, brittle failure, defect, crack, heat-affected zone, deposit rate factor, heat 

input. 
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Обеспечение прочности и долговечности сварных соединений металлоконструкций 

является одной из важных задач жизнеобеспечения, особенно в условиях Севера. Ответ-

ственными участками, снижающими сопротивляемость хрупкому разрушению, являются 

сварные соединения, а наиболее слабыми местами сварных соединений с позиции хладо-

стойкости – зона термического влияния (ЗТВ). Термокинетические диаграммы, диаграммы 

анизотермического распада аустенита (АРА) используются для определения состава струк-

туры и механических свойств в металле ЗТВ при сварке многих конструкционных сталей 

различного назначения. Для выбора оптимальных скоростей охлаждения предварительным 

подогревом свариваемых изделий, состава структуры и механических свойств в металле ЗТВ 

используется эквивалент углерода Сэ. Также в работе показана необходимость регулирова-

ния расхода сварочных материалов при сварке сталей массового назначения с позиции влия-

ния конструктивно-технологических факторов на процессы формирования сварных швов. 

Ключевые слова: сварные соединения, хрупкие разрушения, дефекты, трещина, зона тер-

мического влияния, коэффициент наплавки, погонная энергия. 

1. Введение 

Одним из распространенных факторов обеспечения надежности сварных металлокон-

струкций, элементов горной техники и линейных сооружений, эксплуатирующихся в усло-

виях Крайнего Севера, является минимизация возникновения хрупких разрушений. 

При хрупких разрушениях различных сооружений судов, напорных труб, высотных 

сооружений, емкостей и резервуаров для хранения нефти, нефтепродуктов и газа, сосудов 

высокого давления, трубопроводных систем, мостовых переходов через малые и крупные 

реки и т. д. наиболее часто очагами возникновения и распространения трещин являются 

сварные соединения, являющиеся конструктивно неоднородными участками и формирую-

щиеся при монтаже многих крупноразмерных металлоконструкций, элементов техники,  

а также протяженных линейных сооружений.  

Во многих случаях основными очагами возникновения трещин служат различные 

технологические и эксплуатационные микро- и макро- дефекты – непровары, подрезы, скоп-

ления пор, шлаковые включения, риски, трещины и другие дефекты. Возникновению разру-

шения способствуют низкие температуры, высокий уровень остаточных напряжений (ОН)  

в зонах шва (ЗШ), наличие дефектов (трещин) в сварных соединениях, связанных с техноло-

гией сварки и накоплением усталости. 
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Особенность металлических конструкций состоит в том, что наступление предельного 

состояния и разрушения хотя бы одного конструктивного элемента вызывает аварию всего 

сложного сооружения. 

Характерным является и тот факт, что для многих металлоконструкций и линейных 

сооружений частота разрушений повышается при начальной стадии эксплуатации и при 

приближении к проектным срокам их эксплуатации. Такая статистика объясняется тем, что 

разрушения в начальной стадии эксплуатации ответственных объектов, скорее всего, связа-

ны с некоторыми технологическими упущениями при строительстве и проектировании со-

оружений, а на конечной стадии эксплуатации увеличение частоты разрушений объясняется 

накоплением эксплуатационных и коррозионных повреждений. 

Цель исследования – изучение конструктивно-технологических факторов на процессы 

формирования сварных швов.  

2. Материал и методика 

Одна из особенностей коррозионных повреждений – наиболее интенсивное протека-

ние коррозионных повреждений в металле зоны термического влияния (ЗТВ) сварных соеди-

нений паропроводов, магистральных и технологических нефтепроводов, резервуаров для 

хранения нефти и нефтепродуктов [1, 2, 3]. Измерение коррозионного износа проводилось 

методом ультразвуковой толщинометрии с применением ультразвукового толщиномера  

«Булат 1м» по нормативно технической документации для каждого объекта.  

Возникновение сквозных трещин во многих случаях связано с увеличением размера 

пор, раковин и подрезов, обнаруженных методом визуально-измерительного контроля нор-

мируемым РД 03-606-03, в результате развития коррозионных повреждений под напряжени-

ем (рис. 1). Постепенно из скоплений пор и включений вырастают несквозные свищи и при 

дальнейшей эксплуатации резервуара в таких местах сварного соединения возникают по-

верхностные или сквозные трещины в результате слияния свищей. 

 

  

а б 

Рис. 1. Глубина дефектов сварного соединения уторного узла резервуара из стали ВСт3сп  

от срока эксплуатации: а – раковины; б – подрезы 

В качестве примера приведем разрушение днища резервуара по монтажным швам 

(рис. 2 а) длиной 665 мм и более. Аналогичное возникновение трещины произошло в кратере 

(рис. 2 б). Возникновение таких трещин в сварных соединениях листов днища резервуаров обу-

словлено низким качеством сварных швов, климатическими условиями Севера, особенностями 

промерзания и протаивания грунтов оснований резервуаров и другими технологическими и кон-

структивными недоработками, а также накоплением коррозионных повреждений. 
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а б 

Рис. 2. Трещины в монтажном шве листов днища (а) и в перекрестиях швов днища (б) 

При этом размеры большинства сварных соединений соответствуют или превы-

шают требования ГОСТ 5264-80, ГОСТ 14771-76. Здесь, на наш взгляд, высокой корро-

зионной повреждаемости способствуют наличие остаточных сварочных напряжений, 

конструктивно-технологических концентраторов, а также возникших в процессе сварки 

допустимых технологических дефектов, таких как непровары, поры, шлаковые включе-

ния, микротрещины, которые вследствие эксплуатации развиваются под воздействием 

коррозионно-агрессивных сред. 

В таких соединениях твердость металла ЗТВ бывает ниже твердости основного метал-

ла. Это, скорее всего, связано с тем, что сварка производится при высоких погонных энерги-

ях и в единицу длины шва наплавляется большое количество электродного металла. 

Известно, что наиболее распространенным подходом определения состава структуры 

и механических свойств в металле ЗТВ при сварке многих конструкционных сталей различ-

ного назначения являются термокинетические диаграммы, а также диаграммы анизотерми-

ческого распада аустенита (АРА), полученные в лабораторных условиях на специальных 

скоростных дилатометрах имитацией термических циклов сварки малоразмерных образцов. 

Для выбора оптимальных скоростей охлаждения предварительным подогревом свариваемых 

изделий, состава структуры и механических свойств в металле ЗТВ, используется эквивалент 

углерода Сэ, вычисляемый по химическому составу свариваемых сталей. Для сталей боль-

шинства марок построены термокинетические диаграммы или диаграммы АРА и определены 

допустимые скорости охлаждения металла в ЗТВ, обеспечивающие оптимальные структуры 

и механические свойства [4–6]. 

По оптимизации конструктивно-технологического оформления сварных швов ответствен-

ных сооружений, эксплуатирующихся в сложных природно-климатических условиях, проводятся 

систематические работы. 

Наиболее применяемым технологическим процессом ремонтно-восстановительных 

работ локальных повреждений резервуаров является сварка. С учетом этого после заверше-

ния натурных обследований и технической диагностики резервуаров в зависимости от степе-

ни и места локальной коррозионной поврежденности их элементов разрабатывается техноло-

гическая карта ремонтно-восстановительных работ, где предусматривается тщательная за-

чистка, подготовка разделки кромок и конструктивно-технологическое оформление ремонт-

ных сварных швов и облицовочных наплавок. При этом учитываются выбор и расход сва-

рочных материалов, режимы сварки и наплавки. Нормирование расхода сварочных материа-

лов повышает эффективность производства металлоконструкций и трубопроводных систем. 

В работе [7] рассмотрена возможность регулирования расхода сварочных материалов на ос-

нове определения площади поперечного сечения шва при сварке низколегированных сталей 

13Г1СУ, 09Г2ФБ, 10Г2ФБ, модифицированных кальцием. С использованием данных работы [8] 
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полученные результаты приведены в сравнении с нормативными требованиями стандартов  

к поперечному сечению наплавленного с учетом формы разделки кромок свариваемых изде-

лий. В таблице приведены полученные расчетные данные и нормативные значения попереч-

ных сечений сварных швов (Si) при различных видах сварки. 

Значения площади поперечных сечений сварных швов с учетом видов сварки 

Технологический  

процесс 

Толщина 

пластины 

, мм 

Тип шва ГОСТ 

Площадь  

поперечного  

сечения шва Si, мм
2
 

Автоматическая сварка 

сплошной проволокой 

под флюсом (АСФ) 

12,0 

20,0 

С10-Аф или 

С10-Ам 

С15-Апк 

8713–70 
85,76 

274,6 

Механизированная 

сварка в углекислом 

газе (МС) 

12,0 

20,0 
С17-УП 

14771–

69 

63,03


 

159,32


 

Ручная дуговая сварка 

(РДС) 

12,0 

20,0 
С15


 5264–69 

86,228


 

232,673


 

Соответствует С17 по ГОСТ 5264-80 


Соответствует предельным размерам по ГОСТ 5264 – 80 п.16 


Соответствует С17-УП по ГОСТ 14771 – 76 
 

Изменение количества наплавленного металла в шве, в частности его поперечное  

сечение Si, рассчитанное в [9]:  

U

qa
S н

i

 , (1) 

где: нa  – коэффициент наплавки; q  – погонная энергия, кДж/см;   – эффективный коэф-

фициент передачи тепла; U  – напряжение дуги, В;   – плотность металла шва. 

 

Рис. 3. Зависимость поперечного сечения наплавленного металла от погонной энергии  

сварки при U = 22 D, нa , равном 9,5 (1) и 15 (2) г/(Ач), и U = 22 В; нa , равном 9,5 (3)  

и 15 (4) г/(Ач) 
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При q  = 8,9 ÷ 39,2 кДж/см; нa  (коэффициент наплавки), равном 9,5 и 15 г/(Ач); U , 

равном 22 и 24 В;   = 7,85 г/см
3
 представлено на рис. 3. Увеличение погонной энергии свар-

ки и коэффициента наплавки повышает площадь поперечного сечения наплавленного метал-

ла, повышение напряжения дуги снижает ее. 

Сопоставление расчетных данных (рис. 3) и нормативных требований показывает, что 

при  = 12 мм и нa  = 9,5 г/(Ач) полное заполнение шва при АСФ и РДС за один проход  

не достигается. Количество проходов определяется погонной энергией сварки q . Например, 

при МС в углекислом газе полное заполнение шва за один проход достигается при значениях 

нa , равных 15,0 и 9,5 г/(Ач),  = 12 мм и погонной энергии 1980–2160 и 3120–3500 кДж/см 

соответственно.  

Связывая погонную энергию сварки qп со скоростью охлаждения 
5

6W получаем (2)  

из [9] 

UW

ka
S н

i

5
6

1 , (2) 

где: 
нa  – коэффициент наплавки; 1k  – коэффициент, зависящий от начальной температуры  

и толщины (размера) свариваемого изделия; U  – напряжение дуги, В;   – плотность метал-

ла шва; 
5

6W   – скорость охлаждения, С/с;   – эффективный коэффициент передачи тепла. 

3. Результаты и обсуждение  

Установили, что площадь сечения наплавленного металла шва за проход и скорость 

охлаждения являются взаимозависимыми величинами. Диапазон рекомендуемых оптималь-

ных скоростей охлаждения для каждой стали различен, а для допустимых площадей наплав-

ленного металла за проход его можно выбрать исходя из обеспечиваемых физико-

механических свойств металла перегрева.  

Таким образом, допустимые размеры разделок кромок свариваемых изделий и методы 

расчета расхода, покрытых электродов [9] могут быть скорректированы в определенных пре-

делах при выборе технологии сварки с учетом термодеформационного цикла сварки. Проч-

ностные характеристики зоны перегрева сварного соединения получаются оптимальными, 

что позволяет значительно продлить остаточный ресурс сварных конструкций, проработав-

ших на Севере в течение 30 и более лет. Это подтверждается результатами исследований [11] 

и технологией сварки различных сталей в узкую разделку или без разделки кромок [12].  

4. Заключение 

Следовательно, на основе изучения и анализа закономерностей термокинетических 

процессов в углеродистых и низколегированных сталях при сварке, особенностей формиро-

вания структуры в металле ЗТВ сварного соединения, существующих допусков в норматив-

ных документах обоснована необходимость регулирования расхода сварочных материалов 

при сварке сталей массового назначения с позиции влияния конструктивно-технологических 

факторов на процессы формирования сварных швов. Обобщение физико-химических и тех-

нологических процессов наплавки в разделку при электродуговой сварке позволило вырабо-

тать расчетные зависимости, связывающие количество наплавленного металла в шов с по-

гонной энергией, скоростью охлаждения металла ЗТВ, коэффициентом наплавки, толщиной 

и начальной температурой свариваемого изделия, а также количеством проходов [9]. Эти  

научнообоснованные, производственно-направленные результаты непосредственно исполь-
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зуются для разработки технологии ремонтно-восстановительной сварки, а также технологии 

монтажной сварки при строительстве ответственных крупноразмерных металлоконструкций 

и линейных сооружений, работающих в экстремальных условиях Севера. 
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The paper studies the effect of ε (hcp) martensite on the structure and tribological properties 

of chromium-manganese metastable austenitic steels. The effect of TiC carbide particles on the fric-

tion coefficient and wear resistance of Cr–Mn austenitic steels is considered. Structural transfor-

mations occurring in the surface layers of the steel in the course of frictional processing are studied 

via methods of metallography, X-ray diffraction and electron microscopy analysis. It has been 

found that the formation of nanocrystalline hcp martensite in the steels under study decreases con-

siderably their friction coefficient and increases their resistance to adhesive wear in comparison 

with the cases of the 40Kh25N20 stable austenitic stainless steel and the 12Kh18N9 austenitic stain-

less steel, the latter being metastable to γ→α martensitic transformation. The presence of 1–4.5 wt %  

of TiC carbide particles in the structure of the steels increases the friction coefficient of the materi-

als and decreased their wear resistance. The ε phase in chromium-manganese austenitic steels  

is more capable of strain-induced hardening under friction than the ε phase in iron-manganese al-

loys. Accumulation of fine TiC particles of in the surface layer of the titanium-alloyed chromium-

manganese austenitic steels has been detected.  

Keywords: chromium-manganese metastable austenitic steels, friction effect, ε (hcp) martensite. 
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Изучено влияние ε(ГПУ)-мартенсита на структуру и трибологические свойства хро-

момарганцевых метастабильных аустенитных сталей. Рассмотрено влияние карбидных ча-

стиц TiC на сопротивление изнашиванию и коэффициент трения хромомарганцевых аусте-

нитных сталей. Методами металлографии, рентгеновского и электронно-микроскопического 

анализа изучены структурные превращения, происходящие в поверхностных слоях сталей 

при фрикционном воздействии. Установлено, что образование в исследуемых сталях нано-

кристаллического ГПУ-мартенсита обеспечивает им значительно меньший коэффициент 

трения и большее сопротивление адгезионному изнашиванию по сравнению с нержавеющи-

ми стабильной аустенитной сталью 40Х25Н20 и метастабильной к γ→α-мартенситному пре-

вращению аустенитной сталью 12Х18Н9. Присутствие в структуре исследуемых сталей кар-

бидных частиц TiC в количестве 1,0–4,5 об. % повышает коэффициент трения и снижает со-

противление изнашиванию данных материалов. Эпсилон-фаза хромомарганцевых аустенит-

ных сталей обладает большей способностью к деформационному упрочнению при трении, 

чем ε-фаза железомарганцевых сплавов. Обнаружено накопление дисперсных карбидных ча-

стиц TiC в поверхностном слое хромомарганцевых аустенитных сталей, легированных тита-

ном. 

Ключевые слова: хромомарганцевые метастабильные аустенитные стали, фрикционное 

воздействие, ε(ГПУ)-мартенсит. 

1. Введение 

Показано ранее, что присутствие -мартенсита в структуре железомарганцевых спла-

вов с 15–36 мас. % марганца обусловливает значительное снижение коэффициента трения  

и интенсивности адгезионного изнашивания данных материалов [1]. Этот эффект имел место 

в условиях трения скольжения при температуре в поверхностных слоях сплавов не выше  

100 °С, когда -фаза сохраняла стабильность [2]. Положительное влияние -мартенсита  

на трибологические свойства железомарганцевых сплавов обусловлено наличием у рассмат-

риваемой фазы ГПУ кристаллической решетки, изоморфной α-кобальту. Развитие базисного 

скольжения в кристаллах -фазы при деформации обеспечивает железомарганцевым сплавам 

низкий коэффициент трения и повышенное сопротивление адгезионному изнашиванию по-

добно тому, как это наблюдается у ряда других ГПУ-металлов (Со, Lа) и их сплавов [3, 4]. 

Поскольку -фаза присутствует также в структуре сплавов системы Fe-Cr-Mn и в хромомар-

ганцевых метастабильных аустенитных сталях, то существенный научный и практический 
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интерес представляет вопрос влияния (ГПУ)-мартенсита на трибологические свойства дан-

ных технически важных материалов, обладающих высоким комплексом физико-механических 

свойств [5]. В литературе указанный вопрос не получил достаточного внимания. В настоящей 

работе исследуется влияние мартенситного γ-превращения на микроструктуру поверх-

ностного слоя, износостойкость и коэффициент трения хромомарганцевых аустенитных ста-

лей, содержащих 16–20 мас. % марганца и 7–11 мас. % хрома. Анализируется также влияние 

частиц высокопрочной карбидной фазы ТiС на поведение рассматриваемых аустенитных 

сталей при трении и абразивном воздействии. 

2. Материал и методика 

Химический состав исследуемых сталей приведен в табл. 1. Параллельно с хромомар-

ганцевыми аустенитными сталями испытывали железомарганцевый сплав Г21, содержащий 

в структуре до 35 об. % -мартенсита, а также промышленную нержавеющую сталь 

12Х18Н9, метастабильную к γα-мартенситному превращению при пластической дефор-

мации, и нержавеющую аустенитную стабильную сталь 40Х25Н20. Хромомарганцевые ста-

ли и сталь 40Х25Н20 выплавляли на воздухе в индукционной электропечи емкостью 10 кг. 

Сплав Г21 выплавляли в вакуумной электропечи емкостью 10 кг. Слитки всех сталей гомо-

генизировали при 1100 °С в течение 8 ч и ковали в прутки сечением 10×10 мм
2
. Прутки всех 

сталей закаливали от 1100 °С в воде. Из термообработанных прутков сталей изготавливали 

образцы для трибологичсских и структурных исследований размером 7×7×20 мм. После закалки 

структура стали 02Г16Х11Н состояла из аустенита и заметного количества (до 15 об. %) -фазы  

у остальных хромомарганцевых аустенитных сталей, кроме аустенита, в структуре присут-

ствовали карбидные частицы ТiС. В сталях 20Г20Х7Т, 30Г17Х10Т1 и 40Г19Х11Т2 присут-

ствовали около 1,0; 3,0 и 4,5 об. % ТiС. Количество карбидной фазы в сталях определяли ме-

тодом стереометрического микроанализа (точечный метод) [6], а также по методике, опи-

санной в работе [7]. Результаты, полученные по указанным методикам, затем усредняли. 

Средний размер частиц TiC составлял около 3 мкм. 

Таблица 1 – Химический состав сталей
*
 

Марка стали С Mn Si Сг Ni Ti 

02Г16Х11Н 0,02 16,40 0,27 11,40 0,70 0,06 

20Г2ОХ7Т 0,25 20,50 0,31 7,50 – 0,36 

З0Г17Х10Т1 0,27 17,50 0,30 9,80 – 1,37 

40Г19Х11Т2 0,42 19,20 0,25 10,80 – 1,88 

Г21 0,03 20,80 0,25 – – – 

12Х18Н9 0,12 – 0,32 17,50 9,20 0,30 

40Х25Н20 0,44 – 0,30 26,0 20,0 – 

*
Содержание серы и фосфора во всех сталях не превышало 0,025 маc. %. 

 

Трибологические испытания сталей проводили на лабораторных установках в усло-

виях трения скольжения пар сталь–абразив и сталь–сталь. Испытания на абразивное изна-

шивание осуществляли при скольжении (возвратно-поступательное движение) образцов 

(7×7×20 мм) по закрепленному абразиву – шлифовальной бумаге 14А16НМ (электрокорунд 

зернистостью 160 мкм) в соответствии с методикой, описанной в работе [7]. Абразивную 

относительную износостойкость материалов  определяли как отношение потери массы эта-
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лона – образца армко-железа Мэ к потере массы образца испытуемой стали Мм:  

 = Мэ/Мм. Относительную износостойкость сталей устанавливали по результатам 2–4 

параллельных испытаний. Испытания пар сталь–сталь проводили на воздухе по схемам па-

лец (образец) – пластина (сталь 45, НRС = 50) и палец–диск (сталь X12М, HRC = 63–65). Ме-

тодика данных испытаний описана в работах [1, 8]. Интенсивность изнашивания образцов 

сталей Ih определяли по формуле: Ih = 
Δ𝑀

ρ𝐿𝑆
, где Мэ – потери массы образца, г;  – плотность 

материала образца, г/см
3
; L – путь трения, см; S – геометрическая площадь контакта, см

2
.  

В процессе испытания измеряли силу трения и среднюю объемную температуру в поверх-

ностном слое образца толщиной 0,5 мм. Структуру сталей исследовали металлографиче-

ским, рентгеновским и электронно-микроскопическим методами [1, 2]. 

3. Результаты и обсуждение 

Результаты испытаний аустенитных сталей на абразивное и адгезионное изнашивание 

приведены в табл. 2. Видно, что при испытаниях по закрепленному абразиву исследуемые 

хромомарганцевые стали характеризуются приблизительно одинаковым уровнем абразив-

ной износостойкости ( = 1,7–1,8), который превышает уровень износостойкости сплава Г21 

и стабильной аустенитной стали 40Х25Н20 ( = 1,5), но несколько ниже такового стали 

12Х18Н9 ( = 1,9). Наличие в структуре сталей 20Г20Х7Т, ЗОГ17Х10Т1 и 40Г19Х11Т2 1,0; 

3,0 и 4,5 об. % высокопрочной карбидной фазы ТiС существенно повышает исходную мик-

ротвердость данных сталей, но почти не влияет на их абразивную износостойкость. 

Таблица 2 – Абразивная износостойкость , интенсивность адгезионного  

изнашивания Ih, коэффициент трения К, микротвердость Н  

и количество мартенсита (, α)в аустенитных сталях 

Марка стали  Ih×10
7
 К 

Н, МПа 
Количество мартенсита в сталях 

после трения, об. % 

Закалка Трение Слой ~5 мкм 
Продукты  

изнашивания 

02Г16Х11Н 1,7 3,5 0,25 2600 6230 90 %  80 %  + 20 % α 

20Г20Х7Т 1,8 4,0 0,30 2800 6770 75 %  

      
    

        
        
        
        
        
        
         

70 %  + 20 % α 

З0Г17Х10Т1 1,8 4,1 0,27 3260 6550 90 %  75 %  + 20 % α 

40Г19Х11Т2 1,8 3,2 0,35 3700 6770 60 %  + 10 % α 40 %  + 40 % α 

Г21 1,5 3,1 0,28 3300 5500 90 %  >90 % α 

12Х18Н9 1,9 10,0 0,40 1600 7100 90 % α >90 % α 

40X25Н20 1,5 50,0 0,42 2100 6200   

 

Испытания в условиях сухого трения скольжения осуществляли по схеме палец–

пластина (сталь 45) без смазки при средней скорости скольжения 0,07 м/с и нагрузке 294 Н. 

В этих условиях трения средняя объемная температура в поверхностном слое образцов не 

превышала 50 °С. Из табл. 2 видно, что наиболее интенсивное адгезионное изнашивание  

(Ih = 5×10
–6

) и максимальный коэффициент трения (К = 0,42) наблюдается у стабильной  

аустенитной стали 40Х25Н20. У метастабильной аустенитной стали 12Х18Н9 сопротивле-

ние адгезионному изнашиванию в 5 раз выше, чем у стали 40Х25Н20. Однако по своим три-

бологическим параметрам (К, Ih) сталь 12Х18Н9 существенно уступает хромомарганцевым 

метастабильным аустенитным сталям и сплаву Г21 (см. табл. 2). Хромомарганцевая аусте-

нитная сталь 02Г16Х11Н и сплав Г21 характеризуются близкими малыми значениями ко-

эффициента трения и интенсивности адгезионного изнашивания. Рентгеновский фазовый 
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анализ показал, что на поверхности трения данных материалов формируется структура 

(ГПУ)-фазы, которая обеспечивает рассматриваемым материалам значительно более высо-

кие трибологические свойства, чем у метастабильной аустенитной стали 12Х18Н9. Так, 

у стали 02Г16Х11Н коэффициент трения в 1,6 раза, а интенсивность изнашивания почти  

в 3 раза ниже, чем у стали 12Х18Н9, которая имеет более высокий уровень микротвердости 

на поверхности трения вследствие образования до 90 % (в слое толщиной 5 мкм)  

α-мартенсита деформации (табл. 2). Наличие в продуктах изнашивания стали 02Г16Х11Н 

значительного количества α-фазы свидетельствует о протекании в стали мартенситного 

α-превращения, которое реализуется на стадии разрушения поверхности и отделения 

частиц износа [1]. Однако интенсивность протекания мартенситного α-превращения  

в стали 02Г16X11Н в данном случае значительно ниже, чем в железомарганцевом сплаве Г21 

(табл. 2). Таким образом, согласно данным табл. 2 образующаяся в хромомарганцевой аусте-

нитной стали 02Г16Х11Н -фаза по характеру своего влияния на трибологические свойства 

стали не отличается от -фазы железомарганцевых сплавов. Следует, однако, отметить, что 

микротвердость -фазы, возникающей на поверхности трения стали 02Г16Х11Н, заметно 

выше микротвердости -фазы, образующейся в сплаве Г21 при рассматриваемых условиях 

нагружения. Этот факт можно объяснить положительным влиянием хрома на способность 

-мартенсита к деформационному упрочнению. Дополнительное легирование сплава Г21 

хромом существенно повышает предел прочности рассматриваемого сплава |9]. Положи-

тельным влиянием хрома на прочностные свойства -фазы можно, по-видимому, объяснить 

более высокую абразивную износостойкость стали 02Г16Х11Н по сравнению со сплавом 

Г21 (табл. 2). Однако в общем случае влияние γ-превращения на абразивную износостой-

кость метастабильного аустенита относительно невелико [10] сравнении с влиянием данно-

го превращения на параметры адгезионного изнашивания анализируемых материалов. 

На рис. 1 представлены электронные микрофотографии структуры стали 02Г16Х11Н. 

Как видно из рис. 1 а. Структура закаленной стали состоит из аустенита и некоторого количе-

ства -мартенсита. В аустените присутствуют дефекты упаковки, что характеризует низкую 

ЭДУ матрицы стали. Воздействие трения приводит к формированию в поверхностном слое 

стали (толщиной несколько мкм) ультрадисперсной нанокристаллической (НКСТ) структуры 

трения (НКСТ), состоящей в основном из кристаллов -фазы размером 0,01–0,10 мкм (рис. 1 б 

и 1 в) [11]. Кроме -фазы НКСТ содержит небольшое количество аустенита. Показано, что  

в сплаве Г21 при аналогичных условиях трения также образуется ультрадисперсная структура 

-фазы [1]. Однако размер кристаллов -фазы в этом случае был заметно больше (0,1–0,5 мкм), 

чем на микрофотографиях рис. 1 б и в. С увеличением расстояния от поверхности трения до –

10 мкм размеры фрагментов НКСТ стали 02Г16Х11Н существенно возрастают, что обусловле-

но уменьшением интенсивности пластической деформации по глубине активного слоя образ-

ца. На расстоянии 10–20 мкм от поверхности трения кристаллы -фазы становятся еще больше 

и уже имеют вид деформированных пластин (рис. 1 г). Из табл. 2 следует, что метастабильные 

к γ-превращению стали 20Г20Х7Т, 30Г17Х10Т1 и 40Г19Х11Т2, содержащие в структуре 

карбидные частицы TiC, не имеют преимущества в сопротивлении адгезионному изнашива-

нию перед сталью 02Г16Х11Н. Микротвердость на поверхности трения хромомарганцевых 

сталей, легированных титаном, также не увеличивается по мере роста количества карбидной 

фазы в их структуре и сохраняется на уровне 6600–6800 МПа, близоком к величине микро-

твердости на поверхности трения стали 02Г16Х11Н (6200 МПа). Рост количества карбидной 

фазы в структуре хромомарганцевых аустенитных сталей сопровождается увеличением их ко-

эффициента трения. У стали 40Г19Х11Т2, содержащей наибольшее количество карбидной фа-

зы, коэффициент трения почти столь же высок, как и коэффициент трения хромоникелевой 

аустенитной стали 12Х18Н9. При этом полнота реализации γ-превращения на поверхности 

трения у стали 40Г19Х11Т2 существенно ниже, чем у других исследуемых сталей (табл. 2). 
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а б 

 

в г 

Рис. 1. Микроструктура стали 02Г16Х11Н, подвергнутой закалке от 1100 °С в поле (а)  

и фрикционному нагружению при скорости скольжения 0,07 м/с и нагрузке 294 Н (б–г): 

а – светлопольное изображсние; б – на расстоянии нескольких мкм от поверхности трения, 

светлопольное изображение; в – темнопольное изображение в рефлексе  

(участке кольца Дебая) (101) -фазы; г – на расстоянии 10–20 мкм  

от поверхности трения, светлопольное изображение 

На рис. 2 представлены электронные микрофотографии структуры стали 30Г17Х10Т1. 

В закаленной стали, кроме аустенита, присутствуют частицы ТiС (рис. 2 а). В аустените  

наблюдаются дефекты упаковки, возникающие преимущественно вблизи карбидных частиц –  

в микрообъемах матрицы, обедненных углеродом. Фрикционное нагружение формирует в 

поверхностном слое сталей толщиной несколько мкм ультрадисперсную структуру, основу 

которой составляют кристаллы -фазы и ТiС (рис. 2 б и 2 в). 

Кроме того, в нанокристаллической структуре присутствует небольшое количество 

кристаллов α- и γ-фаз. Размеры фрагментов составляют 0,005–0,05 мкм (рис. 2 в). В УДС-

структуре стали 30Г17Х10Т1 наблюдаются отдельные относительно крупные (нераздроб-

ленные) карбидные частицы размером около 0,5 мкм (рис. 2 б). С увеличением расстояния 

от поверхности трения до 5–10 мкм размер фрагментов УДС существенно возрастает. При 

этом значительно снижается количество карбидной фазы в УДС. Наблюдаемое вблизи по-

верхности трения стали 30Г17Х10Т1 скопление карбидных частиц (рис. 2 б и 2 в), очевидно, 

является результатом интенсивной пластической деформации поверхностного слоя стали, 
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происходящей по ротационному механизму [2, 12], а также воздействия высоких контакт-

ных напряжений. Ротации фрагментов ультрадисперсной структуры, происходящие в поле 

высоких сжимающих контактных напряжений, могут, по-видимому, приводить к вытесне-

нию карбидных частиц, имеющих пониженную плотность ( = 4,5 г/см
3
), на поверхность 

трения стали. Повышенное количество карбидной фазы вблизи контактной поверхности 

стали 30Г17Х10Т1 может быть также следствием преимущественного локального удаления 

материала матрицы стали при ее адгезионном взаимодействии с контртелом. Подобный 

факт накопления карбидных частиц на поверхности изнашивания сталей был зафиксирован 

при трении высокомарганцовистой аустенитной стали, содержащей частицы карбида VC [2]. 

Следует отметить, что возникновение на поверхности трения стали 30Г17Х10Т1 тонкого слоя  

с повышенной концентрацией высокодисперсных карбидных частиц не обеспечивает рассмат-

риваемой стали преимущества в трибологических свойствах перед сталью 02Г16Х11Н, не со-

держащей карбидной фазы (табл. 2). 

 

 

а б 

 

в 

Рис. 2. Микроструктура стали ЗОГ17Х10Т1, подвергнутой закалке от 1100 С в воде (а)  

и фрикционному нагружению при скорости скольжения 0,07 м/с и нагрузке 294 Н (б–в):  

а – светлопольное изображение; б – на расстоянии нескольких мкм от поверхности трения, 

светлопольное; в – темнопольное изображение в рефлексе (участке кольца Дебая)  

(111)  карбида ТiС 
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В табл. 3 приведены результаты испытаний аустенитных сталей при трении со смаз-

кой И-20. Испытания осуществляли по схеме палец–пластина при средней скорости 

скольжения 0,07 м/с, нагрузке 1760 Н в паре со сталью 45 (пластина).  

Таблица 3 – Интенсивность изнашивания Ih, коэффициент трения К и средняя объемная  

температура в поверхностном слое t аустенитных сталей при трении со смазкой по стали 45 

Марка стали Ih×10
6
 К t,°С 

02Г16Х11Н 1,1 0,09 50 

20Г20Х7Т 1,7 0,18 60 

З0Г17Х10Т1 2,8 0,18 60 

40Г19Х11Т2 24,0 0,20 75 

Г21 2,5 0,10 50 

12Х18Н9 1,9 0,17 60 

40Х25Н20 42,0 0,28 80 

 

В данных условиях нагружения, как и при сухом трении (табл. 2 и 3), самыми низки-

ми трибологическими свойствами обладает стабильная аустенитная нержавеющая сталь 

40Х25Н20. Наиболее высокими трибологическими свойствами характеризуется сталь 

02Г16Х11Н. Коэффициент трения данной стали почти в 2 раза, а интенсивность изнашива-

ния в 1,7 раза ниже, чем у стали 12Х18Н9. Рентгеновское исследование показало, что в по-

верхностном слое (толщиной около 10 мкм) стали 02Г16Х11Н образуется (как и при сухом 

трении) структура -мартенсита. Кроме -фазы, в данном слое присутствует небольшое ко-

личество α-мартенсита. Сплав Г21, претерпевающий в рассматриваемых условиях трения 

практически полное γ-превращение (в слое толщиной <10 мкм), характеризуется столь 

же низким коэффициентом трения, как и сталь 02Г16X11Н (К = 0,1). Присутствие в струк-

туре хромомарганцевых аустенитных сталей карбидных частиц TiC в общем случае приво-

дит к росту коэффициента трения и интенсивности изнашивания данных материалов. Осо-

бенно ярко это проявляется у стали 40Г19Х11Т2, интенсивность изнашивания которой бо-

лее чем в 20 раз, а коэффициент трения в 2 раза выше, чем у стали 02Г16Х11Н. В поверх-

ностном слое стали 40Г19ХНТ2 наблюдается повышенное, по сравнению со сталью 

02Г16Х11Н, тепловыделение, о котором свидетельствует увеличение средней объемной 

температуры в поверхностном слое стали до 75 °С (табл. 3). Усиление тепловыделения в 

данном случае характеризует ухудшение условий смазки и активизацию деформационных 

процессов в зоне трения стали 40Г19X11Т2. Рентгеновский фазовый анализ рассматривае-

мой стали не обнаружил наличия -фазы в ее поверхностном слое (толщиной 5 мкм), что 

свидетельствует о полной термической стабилизации стали к γ-превращению. Значи-

тельная термическая стабилизация аустенита к γ-превращению имела место и у сталей 

20Г20Х7Т, 30Г17Х10Т1. В их поверхностном слое после испытания фиксируется лишь не-

большое (<10 %) количество -фазы. Таким образом, наличие в структуре исследуемых  

аустенитных сталей карбидных частиц ТiС значительно снижает активность протекания  

γ-превращения в их поверхностном слое при испытании со смазкой, когда имеет место 

заметный фрикционный нагрев (~50–75 °С). Это оказывает отрицательное влияние на три-

бологические свойства рассматриваемых материалов при трении со смазкой. 
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Таблица 4 иллюстрирует влияние скорости скольжения на параметры трения и  

изнашивания хромомарганцевых аустенитных сталей 

Таблица 4 – Влияние скорости скольжения V на интенсивность адгезионного изнашивания Ih, 

коэффициент трения К и температуру в поверхностном слое t аустенитных сталей 

Марка стали Параметр 
Скорость скольжения V, м/с 

0,14 0,75 1,50 3,00 

02Г16Х11Н Ih×10
7
 1,7 0,53 1,0 120,0 

 К 0,34 0,55 0,50 0,80 

 t, С 30 80 130 325 

З0Г17Х10Т1 Ih×10
7
 1,7 0,8 5,6 110,0 

 К 0,37 0,66 0,50 0,73 

 t, С 30 80 160 500 

40Г19Х11Т2 Ih×10
7
 1,3 0,9 18,0 120,0 

 К 0,43 0,56 0,52 0,75 

 t, С 30 130 200 500 

 

Испытания осуществляли по схеме палец–диск в паре со сталью Х12М без смазки 

при нагрузке 98 Н. При повышении скорости скольжения от 0,14 до 3,0 м/с температура  

в поверхностном слое сталей увеличивается от 30 до 325–500 °С. Это обусловливает рост 

интенсивности изнашивания исследуемых сталей в результате активизации процессов тер-

мического разупрочнения в их поверхностном слое. При скоростях скольжения 0,75 и 1,5 

м/с стали 30Г17Х10Т1 и 40Г19Х11Т2 характеризуются значительно большими интенсив-

ностью изнашивания и температурой в зоне трения, чем сталь 02Г16Х11Н. При скорости 

скольжения 3,0 м/с интенсивность изнашивания рассматриваемых сталей возрастает на  

1–2 порядка, достигая уровня Ih×10
–5

 (табл. 4). Изнашивание всех сталей в данном случае 

носит характер катастрофического теплового схватывания [13]. Рентгеновский фазовый 

анализ показал, что при скорости скольжения 0.14 м/с, когда температура в зоне трения 

образца не превышает 30 °С, в поверхностном слое исследуемых хромомарганцевых 

аустенитных сталей активно происходит γ-превращение (табл. 4). Это обеспечивает 

рассматриваемым материалам минимальные значения коэффициента трения и невысо-

кую интенсивность адгезионного изнашивания. В стали 02Г16Х11Н кроме -фазы обра-

зуется заметное (~15 об. %) количество α-мартенсита, что свидетельствует об активизации 

мартенситного α-превращения на поверхности трения данного материала. С увеличе-

нием скорости скольжения до 0,75 м/с, вызывающим рост температуры в поверхностном 

слое образцов до 80 °С, имеет место резкое уменьшение количества -фазы, возникающей 

вблизи поверхности трения хромомарганцевых аустенитных сталей. Это обусловлено тер-

мической стабилизацией сталей по отношению к γ-превращению, а также протеканием 

в них γ-мартенситного превращения [2, 14]. После испытаний со скоростью 1,5 м/с  

в структуре сталей 30Г17Х10Т1 и 40Г19Х11Т2 -фаза не была обнаружена, а в поверх-

ностном слое стали 02Г16Х11Н присутствовали 25 об. % -фазы и 30 об. % α-мартенсита. 

Полная термическая стабилизация стали 02Г16Х11Н к образованию мартенсита (, α)  

наблюдается лишь при скорости 3,0 м/с (табл. 4). Полная термическая стабилизация иссле-

дуемых метастабильных аустенитных сталей к образованию мартенсита деформации  

(α, ), имеющая место при скоростях скольжения 1,5 и 3,0 м/с, резко снижает сопротивле-

ние сталей тепловому адгезионному изнашиванию. У сталей З0Г17Х10Т1 и 40Г19Х11Т2, 

содержащих в структуре карбидную фазу ТiС, полная термическая стабилизация к образо-
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ванию мартенсита деформации (α и ) имеет место при меньшей скорости скольжения  

(V = 1,5 м/с), чем у стали 02Г16Х11Н (V = 3,0 м/с). Это активизирует рост интенсивности 

теплового адгезионного изнашивания у рассматриваемых материалов при относительно 

невысоких средних температурах в зоне трения (t = 160–200 °С, табл. 4 и 5). Таким обра-

зом, полученные результаты показывают, что присутствие карбидных частиц ТiС в струк-

туре исследуемых метастабильных хромомарганцевых аустенитных сталей, как правило, 

снижает сопротивление адгезионному изнашиванию и увеличивает коэффициент трения 

рассматриваемых материалов (табл. 2–4). Частицы высокопрочной карбидной фазы, по-

видимому, существенно увеличивают сопротивление сдвигу тонкого поверхностного слоя 

сталей и тем самым, нейтрализуют положительное влияние легкого базисного скольжения 

-мартенсита на трибологические свойства хромомарганцевых аустенитных сталей.  

В данном случае увеличение сопротивления сдвигу поверхностного слоя рассматривае-

мых материалов, очевидно, препятствует локализации пластической деформации металла 

непосредственно вблизи поверхности трения сталей и тем самым создает условия для ак-

тивизации процессов схватывания.  

4. Заключение 

Образующаяся в хромомарганцевых аустенитных сталях (ГПУ)-фаза подобна  

-фазе железомарганцевых сплавов по влиянию на трибологические свойства исследованных 

материалов. Данная мартенситная фаза обеспечивает аустенитным хромомаргаицевым сталям 

значительно меньший коэффициент трения (К = 0,25) и большее сопротивление адгезионному 

изнашиванию по сравнению с хромоникелевыми стабильной аустенитной сталью 40Х25Н20  

и аустенитной сталью 12Х18Н9, метастабильной к γα-мартенситному превращению при 

трении. 

Эпсилон-фаза в хромомарганцевых аустенитных сталях обладает заметно боль-

шими абразивной износостойкостью и деформационным упрочнением при изнашивании, 

чем -фаза в железомарганцевых сплавах. 

В поверхностном слое хромомарганцевых аустенитных сталей, метастабильных  

к γ-превращению, возникает ультрадисперсная и нанокристаллическая структура  

-фазы, кристаллы которой имеют размеры 0,01–0,10 мкм.  

Термическая стабилизация метастабильного аустенита к γ-превращению, а также 

протекание γ-превращения в условиях фрикционного нагрева (до 200 С) поверхностного 

слоя сталей приводит к резкому росту интенсивности их изнашивания. 

Присутствие в структуре хромомарганцевых аустенитных сталей, метастабильных к 

γ-превращению, частиц карбидной фазы ТiС в количестве 1,0–4,5 об. % повышает как 

коэффициент трения, так и интенсивность изнашивания данных материалов. 

Увеличение количества дисперсных частиц ТiС в поверхностном (1–5 мкм) слое 

хромомарганцевых аустенитных сталей, легированных титаном, в процессе фрикционного 

нагружения является следствием интенсивной пластической деформации сталей в зоне тре-

ния, приводящей к адгезионному переносу материала матрицы с контактной поверхности. 
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Fracture concentration regions are considered in a microstructure under loading. A mathe-

matical model of a micro-heterogeneous medium with random properties of elements is used for the 

calculations. The initial data in the problem includes the characteristics of the distributions of ran-

dom elastic moduli and ultimate strengths in the microstructure elements. The microstructure 

strength condition is a difference between stresses and ultimate strengths for a multitude of points 

of a given configuration. The probability of stress simultaneously exceeding the ultimate strength in 

a given set of elements determines the probability of fracture in this ensemble of points and relative 

damage at the micro level. A multidimensional normal distribution is used to calculate damage.  

The structure of the correlation matrix of distribution takes into account the kind of the damage 

concentration region. The relationship between critical microstructure damage and the margin of 

safety is determined. Examples of calculating the probability of fracture in two, three, and four mi-

crostructure elements are given. 

Keywords: random properties, microstructure damage, multidimensional probability distribution, 

ultimate strength, margin of safety. 

References 

1. Yokobori T. An Interdisciplinary Approach to Fracture and Strength of Solids, Groningen, 

Wolters-Noordhoff Scientific LTD, 1968. 

2. Vildeman V.E., Sokolkin Yu.V., Tashkinov A.A. Mekhanika neuprugogo deformirovaniya  

i razrusheniya kompozitsionnykh materialov [Mechanics of Non Elastic Deformation and Fracture 

of Composite Materials]. Nauka Publ., Moscow, 1997. (In Russian). 

3. Volkova T.A., Volkov S.S. Microstructure damage related to stress- strain curve for grain 

composites. Theoretical and Applied Fracture Mechanics, vol. 52, iss. 2, 2009, pp. 83–90.  

DOI: 10.1016/j.tafmec.2008.02.004. 

4. Sih G. C. Fracture mechanics in retrospect in contrast to multiscaling in prospect. In: Pro-

ceedings of the 17-th National Conference of Italian Group of Fracture, ed. by A. Finelli and  

L. Nobile, Bologna, June 16–18, 2004, pp. 15–37. 

5. Trusov P.V., Volegov P.S., Yanz A.Yu. Two-scale models of polycrystals: Evaluation  

of validity of Ilyushin’s isotropy postulate at large displacement gradients. Physical Mesomechan-

ics, 2016, vol. 19, no. 1, pp. 21–34. DOI: 10.1134/S1029959916010033. 

mailto:volkovss48@yandex.ru
mailto:volkovss48@yandex.ru


 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

61 

 

 

Volkov S. S. The effect of damage at an ensemble of microstructure points on the margin of safety in structurally heterogeneous 

materials // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2019. – Iss. 5. – P. 60–72. –  

DOI: 10.17804/2410-9908.2019.5.060-072. 

 

6. Surikova N.S., Panin V.E., Derevyagina L.S., Lutfullin R.Ya., Manzhina E.V., Kruglov A.A., 

Sarkeeva A.A. Micromechanisms of deformation and fracture in a VT6 titanium laminate under impact 

load. Physical Mesomechanics, 2015, vol. 18, no. 3, pp. 250–260. DOI: 10.1134/S1029959915030091. 

7. Schastlivtsev V.M., Tabatchikova T.I., Yakovleva I.L., Klyueva S.Yu., Kruglova A.A., 

Khlusova E.I., Orlov V.V. Microstructure and properties of low-carbon weld steel after thermome-

chanical strengthening. The Physics of Metals and Metallography, 2012, vol. 113, no. 5, pp. 480–

488. DOI: 10.1134/S1029959915030091. 

8. Pugacheva N.B., Bykova T.M., Trushina E.B., Malygina I.Yu. The Structural State and 

Properties of a Deposited Coating for an Internal Combustion Engine Valve. Diagnostics, Resource 

and Mechanics of materials and structures, 2018, iss. 5, pp. 74–85. DOI: 10.17804/2410-

9908.2018.5.074-085. URL: http://dream-journal.org/issues/2018-5/2018-5_186.html (accessed 

30.11.2019). 

9. Zaitsev A.V. Second-order moment functions for the random structure of unidirectionally 

reinforced fibrous composites. In: Vestnik UGTU-UPI. Mekhanika microneodnorodnykh materialov 

i razrushenie [Herald of UGTU-UPI, Mechanics of Micro-Heterogeneous Materials and Fracture]. 

Ekaterinburg, UGTU-UPI Publ., 2006, no. 11 (82), pp. 161–167. (In Russian). 

10. Smirnov S.V., Konovalov A.V., Myasnikova M.V., Khalevitsky Yu.V., Smirnov A.S., 

Igumnov A.S. A Computational Model of V95/sicp (7075/ Sicp) Aluminum Matrix Composite Ap-

plied to Stress-Strain State Simulation under Tensile, Compressive and Shear Loading Conditions. 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures, 2017, iss. 6, pp. 16–27.  

DOI: 10.17804/2410-9908.2017.6.016-027. Available at: http://dream-journal.org/issues/2017-

6/2017-6_133.html (accessed 14.10.2019). 

11. Panin V.E., Derevyagina L.S., Lebedev M.P., Syromyatnikova A.S., Surikova N.S., Pochiv-

alov Yu.I., Ovechkin B.B. Scientific Basis for Cold Brittleness of Structural BCC Steels  

and Their Structural Degradation at Below Zero Temperatures. Phys. Mesomech., 2017, vol. 2 (2), 

pp. 125–133. DOI: 10.1134/S1029959917020023. 

12. Panin S.V., Marushchak P.O., Vlasov I.V., Eremin A.V., Byakov A.V., Syromyatnikova 

A.S., Stankevich R. Structure and Fatigue Durability of 09mn2si Pipe Steel after Long-Term Opera-

tion in Far North Conditions. Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures, 

2017, iss. 4, pp. 81–85. DOI: 10.17804/2410-9908.2017.4.081-085. Available at: http://dream-

journal.org/issues/2017-4/2017-4_164.html (accessed 14.10.2019). 

13. Mironov V.I., Emelyanov I.G., Vichuzhanin D.I., Kamantsev I.S., Yakovlev V.V., Ogorelkov 

D.A., Zamaraev L.M. A Method for Experimental Investigation of Degradation Processes in Materials. 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures, 2019, iss. 2, pp. 16–27.  

DOI: 10.17804/2410-9908.2019.2.016-027. Available at: http://dream-journal.org/issues/2019-2/2019-

2_246.html (accessed 30.11.2019). 

14. Mitropolsky A.K. Tekhnika statisticheskykh vychisleniy [The technique of Statistical  

Computations]. Nauka Publ., Moscow, 1971. (In Russian). 

15. Volkova T.A., Volkov S.S. Microstructure damage at ensemble of points for grain compo-

sites. Theoretical and Applied Fracture Mechanics, 2010, vol. 54, iss. 3, pp. 149–155.  

DOI: 10.1016/j.tafmec.2010.10.010. 

16. McLean D. Mechanical Properties of Metals, Wiley, New York, 1962. 

  

http://dream-journal.org/issues/2018-5/2018-5_186.html
http://dream-journal.org/issues/2017-6/2017-6_133.html
http://dream-journal.org/issues/2017-6/2017-6_133.html
http://dream-journal.org/issues/2017-4/2017-4_164.html
http://dream-journal.org/issues/2017-4/2017-4_164.html
http://dream-journal.org/issues/2019-2/2019-2_246.html
http://dream-journal.org/issues/2019-2/2019-2_246.html


 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures  

Issue 5, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

62 

 

 

Volkov S. S. The effect of damage at an ensemble of microstructure points on the margin of safety in structurally heterogeneous 

materials // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures. – 2019. – Iss. 5. – P. 60–72. –  

DOI: 10.17804/2410-9908.2019.5.060-072. 

 

Подана в журнал: 12.08.2019 

УДК 539.3 

DOI: 10.17804/2410-9908.2019.5.060-072 

ВЛИЯНИЕ ПОВРЕЖДЕННОСТИ АНСАМБЛЯ  

ТОЧЕК МИКРОСТРУКТУРЫ НА ЗАПАС ПРОЧНОСТИ  

СТРУКТУРНО-НЕОДНОРОДНЫХ МАТЕРИАЛОВ 

С. С. Волков 

Федеральное государственное бюджетное учреждение науки  

Институт машиноведения Уральского отделения Российской академии наук  

д. 34, ул. Комсомольская, 620049, Екатеринбург, Российская Федерация 

 https://orcid.org/0000-0002-6481-5052  volkovss48@yandex.ru  

Ответственный автор. Электронная почта: volkovss48@yandex.ru 

Адрес для переписки: ул. Комсомольская 34, Екатеринбург, Российская Федерация 

Тел.: +7(343) 371–77–28 

Рассматриваются зоны концентрации разрушений в элементах микроструктуры де-

формируемого материала. Для расчетов используется математическая модель микронеодно-

родной среды со случайными свойствами элементов. Исходными данными задачи являются 

характеристики распределения случайных модулей упругости и предела прочности в эле-

ментах микроструктуры. Микроструктурное условие прочности представляет собой разницу 

между напряжениями и пределом прочности для множества точек данной конфигурации. 

Вероятность одновременного превышения напряжением предела прочности в данном мно-

жестве элементов определяет вероятность разрушения этого ансамбля точек и относитель-

ную поврежденность на микроуровне. В расчетах поврежденности используется многомер-

ное нормальное распределение. Структура корреляционной матрицы распределения учиты-

вает вид зоны концентрации разрушений. Найдена зависимость между величиной критиче-

ской микроструктурной поврежденности материала и запасом прочности. Проведены приме-

ры расчетов вероятности разрушения в двух, трех и четырех элементах микроструктуры. 

Ключевые слова: случайные свойства, поврежденность микроструктуры, многомерное рас-

пределение вероятностей, предел прочности, запас прочности.  

1. Введение  

Под действием нагрузки конструкционные материалы накапливают поврежденность 

элементов микроструктуры. На ранних стадиях микроразрушение имеет рассеянный харак-

тер. Затем увеличивается вероятность одновременного разрушения в близких точках. Посте-

пенно формируются зоны повреждения, содержащие несколько элементов микроструктуры. 

Слияние таких зон приводит к развитию магистральной трещины и потере несущей способ-

ности конструкции. Критическая поврежденность материала определяется из эксперимента и 

инженерного опыта и зависит, прежде всего от степени ответственности конструкции.  

Необоснованное увеличение запаса прочности снижает качество конструкции, увеличивает 

ее вес и размеры. Изучение процесса разрушения элементов микроструктуры дает возмож-

ность обосновать величину запаса прочности материала. 

В задачах механики структурно-неоднородных сред рассматриваются прочностные и 

деформационные свойства материала на нескольких уровнях структуры, включая микро- и 

нано- уровни [1–8]. Характеристики случайных свойств микроструктуры используются при 

моделировании вероятностного процесса деформирования и разрушения материала в кон-

струкциях [2, 3, 9, 10]. Проводится анализ формирования зон внутреннего разрушения [10, 
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11], в том числе для магистральных трубопроводов при длительной эксплуатации [12]. Вы-

полняются экспериментальные исследования процессов деградации материалов с учетом  

их структуры [13]. 

При полной постановке стохастической краевой задачи механики микронеоднород-

ных сред требуется найти многоточечные законы распределения случайных деформаций  

и напряжений в элементах микроструктуры. Такие законы дают исчерпывающее решение 

задачи в рамках теории случайных функций [2, 3, 14]. Они используются для построения 

статистических теорий деформирования и оценки надежности материалов и элементов кон-

струкций. Для расчета случайных микроструктурных напряжений и деформаций использу-

ются данные о свойствах микроструктуры композита. Случайные упругие и прочностные 

свойства микроструктуры определяются в общем случае многоточечными моментными 

функциями. Эти функции находятся с помощью экспериментальных распределений, полу-

ченных при изучении химического состава, пористости, размеров и формы включений [2, 9].  

В работе [3] сделано обобщение методов расчета микроструктурных напряжений для 

зернистых композитов с непрерывным распределением свойств микроструктуры. В частно-

сти, такими материалами являются металлы и порошковые композиты. Исследована точ-

ность метода. Показана возможность его использования для материалов с непрерывным рас-

пределением и большими вариациями свойств микроструктуры. Получены расчетные фор-

мулы n-точечных моментных функций моментных функций произвольного порядка для 

микронапряжений, а также более детальные формулы корреляционных функций напряжений 

в зернистых композитах. 

Для расчета многоточечных условий прочности применяются многоточечные законы 

распределения микронапряжений. Микроструктурное условие прочности представляет собой 

разницу между случайным эквивалентным напряжением и случайным пределом прочности. 

Для оценки вероятности одновременного разрушения в нескольких точках нужно найти со-

ответствующую многоточечную плотность распределения микроструктурного условия 

прочности. Это позволяет вычислить относительное содержание микроскопических зон раз-

рушения данной конфигурации [15]. Для прогнозирования ранних стадий разрушения и 

оценки прочности материала исследуется вероятность многоточечного разрушения микро-

структуры. 

2. Корреляционные функции микроструктурных напряжений  

Для макроизотропных стохастических зернистых композитов рассмотрим задачу ме-

ханики микронеоднородных сред, связывающую случайные тензоры модулей упругости 

(X), тензоры деформаций (X) и напряжений (X) в элементах микроструктуры X = (x1, x2, 

x3). Обозначим угловыми скобками математическое ожидание случайной величины. Предпо-

лагается, что макродеформации e = < (X) > найдены при решении краевой задачи для дан-

ной конструкции. Заданы распределение случайного модуля Юнга E(X) и детерминирован-

ный коэффициент Пуассона ν. Используя законы распределения случайных свойств микро-

структуры, нужно найти параметры распределения случайных микроструктурных деформа-

ций и напряжений. 

Расчет моментных функций для деформаций Х) выполняется с помощью инте-

грального операторного уравнения, использующего вторые производные тензора Грина 

[2, 3]. Это решение содержит произведения вариаций случайных тензоров модулей упруго-

сти  (X),  (Y), …  (Z) во всем ансамбле исследуемых точек X, Y, … Z. Для материалов, не 

содержащих начальных микроразрушений, может быть принято предположение о статисти-

ческой независимости свойств микроструктуры в различных точках или взаимной независи-

мости полей деформаций на разных этапах метода приближений [3]. В более общем случае 

нужно использовать данные эксперимента о совместном распределении свойств среды во 

множестве точек. Это дает возможность учесть степень упорядоченности микроструктуры, 
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форму включений, характер микроповрежденности. Для расчета структурных напряжений  

(X), используется свертка тензоров по двум индексам «»: 

 (X) =  (X) ·· (Х) =  (X)··( e + (Х)). (1) 

Методы расчета корреляционных функций напряжений K(r) приведены в работе [3]. 

При этом используется корреляционная функция модуля Юнга KE(r) = <E(X)E(Y)> для то-

чек на расстоянии r = | X – Y |. В приближенном варианте корреляционная функция K(r) 

напряжений имеет вид 

K(r) = e
2
 

 22 19

4

E
 (E

2
KE (r) (0,8 – ν)

2 
+ 0,5(1,4 – ν)

2 
KE (r)

2
). (2) 

Корреляционные функции составляющих тензора напряжений становятся основой 

расчета корреляционных матриц [15] при построении совместного распределения напряже-

ний в ансамбле точек X, Y, ... Z.  

3. Микроструктурное условие прочности 

На предел прочности элементов микроструктуры существенно влияют размер зерна, 

распределение легирующих добавок, начальная и приобретенная пористость. Перечисленные 

параметры для реальных материалов на уровне микроструктуры имеют случайный характер. 

Следовательно, микроструктурный предел прочности S(X) является случайной величиной. 

Параметры его распределения можно найти по данным эксперимента, используя функции  

от случайных величин. Так, например, с ростом величины зерна металла предел прочность 

при отрыве уменьшается [16]. По анализу микрошлифов находим распределение диаметров 

зерен и затем вычисляем плотность распределения пределов прочности. Известны также 

данные о влиянии легирующих добавок на сопротивление металлов отрыву и срезу [16].  

Микроструктурное условие прочности (функция прочности) w(X) в точке Х представ-

ляет собой разницу между случайным эквивалентным напряжением (X) и случайным пре-

делом прочности S(X) [3]. Случайная величина (X) может быть интенсивностью напряже-

ний или одной из составляющих тензора напряжений в зависимости от вида нагрузки:  

w(X) =  ( X ) – S (X). (3) 

Если задан ансамбль точек микроструктуры X1, X2, ... Xn, то микроструктурное усло-

вие прочности запишем в виде случайного вектора: 

W = {w (X1), ...w (Xn)}. (4) 

Если параметр w(X i)  0, то напряжение в точке Х i больше предела прочности, поэто-

му в элементе микроструктуры произойдет разрушение. При w (X i)  0 разрушение не про-

исходит, так как напряжение находится в допустимой области безопасных значений. Одно-

временное разрушение в точках ансамбля произойдет, если все координаты вектора условия 

прочности W положительны. Вероятность такого разрушения равна многомерному интегра-

лу от плотности распределения fw (t1,t2,...tn) случайного вектора W. Областью интегрирования 

будут интервалы от нуля до бесконечности по всем n-измерениям: 
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n

dtdtttfnq 

 11

0 0

)( )(  
 
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(5) 

По микроструктурному условию прочности W оценивается поврежденность q(n), т. е. 

относительное содержание микроскопических зон разрушения заданной конфигурации.  

Рассмотрим условие прочности в двух точках X и Y. Если напряжения (X) и предел 

прочности S(X) распределены нормально, то коэффициент вариации kw и коэффициент кор-

реляции ρw(r) случайной величины w(X) вычисляются по следующим формулам:  
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(7) 

Рассмотрим нормальную n-мерную плотность распределения fw(t1,t2,...tn) [14]. Пара-

метры этой функции определяются математическим ожиданием m, коэффициентом вариации 

k микроструктурного условия прочности w(X) и матрицей коэффициентов корреляции   P = 

[ij] для случайных параметров w (X1), (X2), ... w (Xn). В расчетах используется обратная мат-

рица коэффициентов корреляции : 

;
))((
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P = [ij],  = detP,  = P
–1

. (10) 

Для расчета интеграла (5) выполним замену координат 
i

i x
mk

mt




||
. Область интегри-

рования (0, ∞) перейдет при этом в область (k
 −1

, ∞). Заметим, что математическое ожидание 

условия прочности m  отрицательно, так как для работающих конструкций среднее напряже-

ние меньше предела прочности. В результате вероятность одновременного микроразрушения 

в n-точках примет вид: 

 
 

 


1 1

...)( ),,( 11

k k

llw dxdxttfPklq  . (11) 

Корреляционные функции составляющих тензора напряжений и микроструктурного 

предела прочности становятся основой для построения совместного распределения условия 

прочности в исследуемых точках. Структура корреляционной матрицы P = [ij] отражает 
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конфигурацию исследуемых ансамблей точек. Корреляция ij(r) = | Xi – Xj |) зависит от бли-

зости точек Xi и Xj. Чем дальше точки, тем меньше корреляция. Рост корреляции в удаленных 

точках отражает также характер развития микроповрежденности. При этом прослеживается 

переход от стадии рассеянного и независимого разрушения отдельных элементов микро-

структуры к этапу концентрации поврежденностей и подготовки условий для развития маги-

стральной трещины. Математическое ожидание m = <w(X)> оценивает удаленность нагрузки 

от опасных значений. Коэффициент вариации k характеризует однородность материала на 

уровне микроструктуры. Чем больше коэффициент вариации, тем менее однородна микро-

структура. 

4. Разрушение в двух точках  

Пусть точки микроструктуры Х и Y расположены на расстоянии r . Для напряжений 

(X) и (Y) задана совместная плотность распределения вероятности z = f(x,y). Вектор W  

условия прочности (4) будет следующим: 

W ={ w(X), w(Y )} = {(X) – S(X),  (Y) – S(Y)}. (12) 

Нормальная плотность f(x,y) совместного распределения w(X), w(Y) зависит от пара-

метров m, k, ρ. 

m = < w(X)> = < w(Y)>; 
m

Xw
k
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Запишем матрицы P и Λ : 
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Перейдем к расчету вероятности разрушения q = q(k, ) в двух точках X и Y. В соот-

ветствии с формулой (11) вероятность разрушения зависит от двух параметров условия 

прочности: k – коэффициента вариации и  – коэффициента корреляции для точек X, Y:  

dxdy
yxyx

kq

kk
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5. Разрушение в трех точках 

Вероятность разрушения в трех точках X, Y, Z определяется плотностью совместного 

распределения условия прочности f (x, y, z) и вычисляется по формуле (11) при l = 3.  

dxdydzzyxfq

kkk

),,(
111





 . (16) 

Пусть точки расположены в вершинах равностороннего треугольника со сторонами  

r = |X–Y|=|X–Z|=|Y–Z|. Коэффициент корреляции  = (r) зависит от расстояния между точ-

ками. Корреляционная матрица P и обратная к ней матрица Λ имеют следующий вид: 
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Функция f (x, y, z) будет иметь вид:  
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6. Разрушение в четырех точках 

Если четыре точки находятся в вершинах тетраэдра, расстояния между ними будут 

одинаковыми. Это определит структуру корреляционной матрицы. 

























































21

21

21

21

)1(          ;

1

1

1

1

2
P . (19) 

 = (1)
3
(12). (20) 

В соответствии с формулами (8,11) получим следующую совместную плотность рас-

пределения условия прочности:  

f (x, y, z, u) = 
24

1
exp(

)21)(1(2

1


 ((1+3)(x

2 
+ y
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2 
+ u

2
) – (x + y + z + u)

2
)). (21) 

Вероятность разрушения в четырех точках в вершинах тетраэдра определяется плот-

ностью распределения f (x, y, z, u) и вычисляется по формуле (11) при l = 4:  

dxdydzduuzyxfq
k kkk

),,,(
1 111

 
 

 

 . (22) 

В работе [15] исследовано влияние параметров распределения микроструктурной 

функции прочности на вероятность разрушения для различной конфигурации ансамбля то-

чек микроструктуры. Так с ростом параметров k и  происходит наращивание поврежденно-

сти. Если оба параметра малы, поврежденность практически нулевая. С приближением хотя 

бы одного из параметров к его критическому значению вероятность повреждения вначале 

медленно, а затем заметно возрастает. Если оба параметра k и  находятся в диапазоне боль-

ших значений, поврежденность развивается лавинообразно. Характер развития поврежден-

ности близок для всех ансамблей точек. При этом существенно отличается скорость прира-

щения поврежденности в зависимости от конфигурации точек. Быстрее всего она возрастает 

в одной точке, затем медленнее в двух соседних точках. Одновременное разрушение в вер-

шинах тетраэдра происходит быстрее, чем в линии из четырех точек. С ростом нагрузки и 

увеличением поврежденности меняются свойства материала, возрастает зависимость уда-
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ленных точек, увеличивается разброс свойств микроструктуры. Это приводит в свою очередь 

к еще более интенсивному росту поврежденности на следующих этапах нагружения кон-

струкции. 

С увеличением числа точек в зоне разрушения будет увеличиваться размерность кор-

реляционных матриц. При этом уменьшается вероятность их одновременного разрушения. 

Критерием макроскопического разрушения материала служит его предельная поврежден-

ность. Как правило, такая поврежденность возникает при переходе диаграммы деформиро-

вания к ниспадающей ветви [3]. 

7. Коэффициент запаса прочности 

Отношение предела прочности материала в к напряжению в детали конструкции  

называется коэффициентом запаса прочности:  



 Bn . Эта величина является макроскопи-

ческой характеристикой материала для данной конструкции. Рассматривается допустимое 

значение коэффициента запаса прочности [n]. Рекомендуемый диапазон изменения [n] зави-

сит от степени ответственности конструкции и условий, при которых были получены экспе-

риментальные данные о работе детали в конструкции. Если были использованы приближен-

ные экспериментальные данные о прочности детали и режимах ее нагружения, параметр [n] 

должен быть больше. Если экспериментальные данные достаточно надежны, тогда [n] можно 

уменьшить. Учет вероятностного рассеивания экспериментальных данных также дает воз-

можность уменьшить [n].  

Рассмотрим случайные напряжения (X), случайные пределы прочности S(X) в эле-

ментах микроструктуры и их математические ожидания  = (X); в =  S(X). Пусть слу-

чайные величины (X) и S(X) независимы и имеют нормальные распределения вероятностей. 

Вычислим коэффициент вариации k и коэффициент корреляции ρ(r) случайной функции 

прочности w(X) через параметры распределения случайных величин (X) и S(X). Введем в 

расчеты коэффициенты вариации kσ напряжений и kв предела прочности. Преобразуя форму-

лу (6), найдем связь между коэффициентом запаса прочности [n], коэффициентами вариации 

соответствующих случайных величин w(X), (X), в(X). 
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Рассмотрим также коэффициенты корреляции σ = σ(X,Y) напряжений и B = B(X,Y) 

пределов прочности. Преобразуем формулу (7):  
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 (24) 

В результате получим зависимость коэффициента корреляции функции прочности 

ρ(r) от коэффициента запаса прочности материала [n]: 
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Формулы (23, 25) показывают также связь между величиной [n] и параметрами рас-

пределения случайных деформационных и прочностных свойств элементов микроструктуры. 

 

 

Рис. 1. Зависимость коэффициента запаса прочности [n] и коэффициента корреляции ρ  

при изменяющемся соотношении коэффициентов вариации kσ/kw.  

Параметры линий 1, 2, 3, 4 указаны в тексте 

На рис. 1 показана связь между коэффициентом корреляции функции прочности ρ  

и коэффициентом запаса прочности [n] при постоянных значениях параметров σ = 0,5;  

B = 0,8 и изменяющемся соотношении коэффициентов вариации: 1) kσ/kw = 0,5; 2) kσ/kw = 0,7; 

3) kσ/kw = 1, 2; 4) kσ/kw = 2.  

На рис. 2 представлено влияние параметров σ, B связь между коэффициентом кор-

реляции функции прочности ρ и коэффициентом запаса прочности [n]. На рис. 2 а постоянны 

значения корреляции напряжений σ = 0,6 и соотношение kσ/kw = 2, при этом меняются зна-

чения корреляции пределов микроструктуры: 1) B = 1; 2) B = 0,9; 3) B = 0,8; 4) B = 0,7.  

На рис. 2 б постоянны значения корреляции пределов микроструктуры B = 0,6 и соотноше-

ние kσ/kw = 1,2, при этом меняются значения корреляции напряжений: 1) σ = 1; 2) σ = 0,9;  

3) σ = 0,8; 4) σ = 0,7.  
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а б 

Рис. 2. Зависимость коэффициента запаса прочности [n] и коэффициента корреляции ρ  

при изменяющихся значениях коэффициентов корреляции B (а) и  ( б).  

Параметры линий 1, 2, 3, 4 указаны в тексте 

Таким образом, расчеты по формуле (25) показывают существенное влияние парамет-

ров kσ, kw, σ, B на вычисление плотностей распределения микроструктурных распределений 

случайных функций прочности (8) и расчетов повреженности (11) для различных ансамблей 

точек по формулам (15, 16, 18, 21).  

8. Зависимость запаса прочности от поврежденности микроструктуры 

Рассмотрим числовые примеры расчета критической поврежденности в двух, трех и 

четырех точках в зависимости от параметров распределения функции прочности микро-

структуры и коэффициента запаса прочности. Пусть вычислены значения коэффициента ва-

риации k (23) и коэффициента корреляции ρ (25) случайной функции прочности. Используя 

многомерные плотности распределений (14, 17, 21), вычисляем в каждом случае относитель-

ную микроструктурную поврежденность с помощью интегралов (15, 16, 22). На рис. 3 при-

ведены результаты расчета поврежденности q([n]) в зависимости от запаса прочности [n] при 

ρ = 0,8, k = 0.3. 

Свойства микроструктуры материала влияют на запас прочности и критическую по-

врежденность. Увеличение запаса прочности [n] соответствует уменьшению критической 

поврежденности q, допускаемой при работе конструкции. На запас прочности влияет также 

коррелированность характеристик микроструктуры при исследовании ансамбля точек. При 

одинаковом коэффициенте запаса прочности вероятность разрушения в двух точках выше, 

чем в трех и четырех точках. С возрастанием запаса прочности вероятность разрушения 

уменьшается для каждого ансамбля точек.  
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Рис. 3. Зависимость коэффициента запаса прочности [n] и поврежденности q([n])  

в двух точках (2), трех точках (3) и четырех точках (4) 

9. Заключение 

Разработана математическая модель для расчета запаса прочности деформируемых 

структурно-неоднородных материалов. Оцениваются вероятности возникновения зон разру-

шения для материалов со случайными свойствами элементов микроструктуры. Используется 

условие прочности, содержащее корреляционные функции микроструктурных напряжений. 

Конфигурация множества точек влияет на структуру корреляционных матриц многомерных 

нормальных законов распределения условия прочности. Показано влияние свойств микро-

структуры и параметров распределения напряжений на уровень поврежденности и запаса 

прочности для одновременного разрушения в двух, трех и четырех элементах микрострукту-

ры материала. Разработанные методы могут быть использованы для неразрушающего кон-

троля конструкционных материалов.  
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Various invariants of the stress tensor (maximum normal stress, Mises equivalent stress, 

doubled maximum tangential stress) are considered, as well as their linear combinations with one 

material parameter, when approximating the experimental creep rupture data obtained under a com-

plex stress state. The error of the total discrepancy between the experimental data and the approxi-

mating values is always less for linear combinations with the material parameter than for the basic 

invariants of the stress tensor. This determines the predominant practical use of these linear combi-

nations with the parameter. In this paper, we consider two models for describing the creep-rupture 

process under a complex stress state. One is a linear combination of the Mises equivalent stress and 

the maximum normal stress. The other is a linear combination of the doubled maximum tangential 

stress and the maximum normal stress. The effect of each of the two maximum stresses on the rup-

ture time is established from the analysis of the results of the statistical processing of experimental 

data obtained under tension and torsion of tubular specimens. 

Keywords: creep rupture, rupture time, complex stress state, stress tensor invariant. 
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При аппроксимации опытных данных длительной прочности, полученных в условиях 

сложного напряженного состояния, рассматривают различные инварианты тензора напряже-

ний (максимальное нормальное напряжение, интенсивность напряжений удвоенное макси-

мальное касательное напряжение), а также их линейные комбинации с одним материальным 

параметром. Погрешность суммарного расхождения экспериментальных данных и аппрок-

симирующих значений всегда меньше для линейных комбинаций с материальным парамет-

ром, чем для базовых инвариантов тензора напряжений, что предопределяет преимуще-

ственное использование на практике этих линейных комбинаций с материальным парамет-

ром. В работе рассмотрены две модели описания процесса длительной прочности при слож-

ном напряженном состоянии: первая (1) – линейная комбинация интенсивности напряжений 

и максимального нормального напряжения, вторая (2) – линейная комбинация удвоенного 

максимального напряжения сдвига и максимального нормального напряжения. Из анализа 

результатов статистической обработки экспериментальных данных, полученных при растя-

жении и кручении трубчатых образцов, установлено влияние каждого из двух максимальных 

напряжений на время разрыва, а также преимущество использования одной из двух этих мо-

делей. 

Ключевые слова: длительная прочность, время в момент разрушения, сложное напряжен-

ное состояние, инвариант тензора напряжений. 

1. Введение  

Для описания процесса длительной прочности при сложном напряженном состоянии 

используют два подхода [1, 2]. Кинетический подход [1] описывает процесс длительной 

прочности в условиях воздействия растягивающих главных напряжений. Главные 

напряжения, которые равны нулю или меньше нуля, не принимают участие в процессе 

накопления повреждений и не учитываются при описании процесса длительной прочности. 

Для главных напряжений 0321    абсолютная величина вектора поврежденности 

)()()()( 2
3

2
2

2
1 tttt   , при этом в начальный момент времени 0

0


t
  и в момент 

времени разрушения 1
rupt


tt

 , где t – время процесса ползучести. Скорости накопления 

компонент вектора повреждений пропорциональны соответствующим главным 

напряжениям: 𝑑1/𝑑𝑡 ~ 1; 𝑑2/𝑑𝑡 ~ 2; 𝑑3/𝑑𝑡 ~ 3. При двухосном растяжении главные 

напряжения 0,0 321    и абсолютная величина вектора накопления повреждений 
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принимает значение )()()( 2
2

2
1 ttt   . Тем не менее кинетический подход [1] бесполезен 

для описания процесса длительной прочности при растяжении и кручении трубчатых 

образцов, при котором главные напряжения 0,0,0 321   . Между тем, 

критериальный подход [2, 3] описывает процесс длительной прочности при таком сложном 

напряженном состоянии )0,0,0( 321   . Суть подхода [2, 3] заключается в том, что 

для аппроксимации времени разрушения используются различные инварианты тензора 

напряжений: максимальное нормальное напряжение max , интенсивность напряжений 

mises , удвоенное максимальное касательное напряжение max2 , а также их линейные 

комбинации с параметром. Все эти инварианты тензора напряжений при одноосном 

растяжении оказываются равными максимальному нормальному напряжению, что означает 

maxmisesmax 2  . При сложнонапряженном состоянии инварианты тензора напряжений 

принимают различные значения, при этом линейные комбинации инвариантов тензора 

напряжений с параметром позволяют лучше описать процесс длительной прочности, чем 

базовые инварианты тензора напряжений [2, 3]. 

2. Две рассматриваемые модели  

Из анализа [2, 3] погрешностей суммарного расхождения опытных данных, получен-

ных в условиях совместного растяжения и кручения трубчатых образцов относительно ап-

проксимирующих значений, установлено, что из числа рассмотренных инвариантов тензора 

напряжений минимальная погрешность соответствует линейной комбинации 1
inv  [4] 

10,]1[ 1max1mises1
1
inv   , (1) 

где 1  – параметр, учитывающий влияние интенсивности напряжений и максимального 

нормального напряжения на время в момент разрушения. В силу того, что интенсивность 

напряжений – только математическая характеристика тензора напряжений, а максимальное 

напряжение сдвига – реальная физическая величина, то взамен интенсивности напряжений 

аналогично (1) рассмотрим удвоенное максимальное напряжение сдвига 

10,]2][1[ 2max2max2
2
inv   , (2) 

где 2  – параметр, учитывающий влияние удвоенного максимального напряжения сдвига  

и максимального нормального напряжения на время в момент разрушения. Влияние инвари-

антов тензора напряжений на время в момент разрушения определяется значениями пара-

метров 1  и 2  (табл. 1). 

Таблица 1 – влияние различных инвариантов тензора напряжений  

на время в момент разрушения 

Параметры 

напряжений max  max2  mises  

0  1  0,5 Слабое влияние – Сильное влияние 

0,5  1  1 Сильное влияние – Слабое влияние 

0  2  0,5 Слабое влияние Сильное влияние – 

0,5  2  1 Сильное влияние Слабое влияние – 
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3. Экспериментальные данные и методика статистической обработки  

Определим значения параметров 1  и 2  вместе с погрешностями 1  и 2  для вы-

ражений (1) и (2). Из анализа погрешностей можно определить преимущество одной из двух 

линейных комбинаций (1) и (2). С этой целью проведем статистическую обработку экспери-

ментальных данных (табл. 2), полученных при растяжении и кручении трубчатых образцов. 

Между временем разрыва 
approx
ruptt  и инвариантом inv  тензора напряжений примем степен-

ную связь с двумя материальными параметрами: 

0,0,
dim

inv

dim

approx
rupt













mBB
t

t
m




, (3) 

где inv  – 1
inv  или 2

inv ; ч1dim t  и МПа1dim   – произвольные размерные величины, B;  

m – материальные параметры. 

Таблица 2 – Экспериментальные данные для статистической обработки 

Автор 
Металлический 

материал 

Высокая 

температура, 

t, C 

Количество опытов для различных типов 

стационарного нагружения 

Чистое 

растяжение 

Чистое 

кручение 

Совместное 

растяжение 

и кручение 

Dyson [5] Никелевый 

сплав 

Nimonic 80a 

750 8 9 – 

Cane [6] Сталь 

2,25Cr-1Mo 
565 6 4 – 

Назаров [7] Отожженная 

медь 
264 2 – 3 

 

Базовые инвариантные напряжения: 

2
,, 31

max
2
331

2
1mises1max





 . (4) 

Главные напряжения [8] при растяжении и кручении трубчатых образцов 

2
2

32
2

2

1
22

,0,
22







 
















 , (5) 

где   – нормальное напряжение;   – касательное напряжение. Неизвестные параметры  

аппроксимации процесса длительной прочности определяются минимальной погрешностью, 

равной сумме расстояний экспериментальных точек относительно отрезка аппроксимирую-

щей прямой в логарифмических осях 














 

N t

1 inv
approx
rupt

inv
approx
rupt

)(t

)(
lgmin




, (6) 
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где N  – количество опытных точек; exper
ruptt  – время разрушения из эксперимента. Вычисления 

проводились методом Generalized Reduced Gradient (Microsoft Excel), при этом погрешности 

1  и 2  использовались в качестве целевых условий минимального суммарного расхожде-

ния между экспериментальными данными и аппроксимирующими значениями. 

4. Анализ результатов  

Из анализа вычисленных параметров (табл. 3–4) следует, что для одной и той же  

серии испытаний они незначительно отличаются друг от друга. Разные значения параметра 

2  указывают на различное влияние максимальных напряжений на время в момент разрушения. 

Таблица 3 – вычисленные параметры линейной комбинации 1
inv  

Металлический 

материал 

Высокая 

температура 

t, C 
1lg B  1m  1  

Никелевый 

сплав 

Nimonic 80a 

750 13,844 4,9 0,5 

Сталь 

2,25Cr-1Mo 

565 11,262 3,8 0,7 

Отожженная 

медь 

264 7,712 3,0 0,0 

Таблица 4 – Вычисленные параметры линейной комбинации 2
inv  

Металлический 

материал 

Высокая 

температура, 

t, C 
2lg B  2m  2  

Никелевый 

сплав 

Nimonic 80a 

750 13,505 4,7 0,6 

Сталь 

2,25Cr-1Mo 

565 11,179 3,8 0,8 

Отожженная 

медь 

264 7,812 3,0 0,0 

 

Этот эффект, скорее всего, не зависит от вклада нормального   и касательного    

напряжений в максимальное нормальное напряжение max  и удвоенное максимальное каса-

тельное напряжение max2 . Это объясняется тем, что равенство maxmax2    достигается либо 

при чистом растяжении )0(  , либо при чистом кручении )0(   трубчатого образца [5, 6]. 

Неравенство maxmax2    выполняется при совместном растяжении )0(  и кручении )0(   

трубчатого образца [7]. Неравенство maxmax2    (это означает 2  0,5) выполняется при лю-

бом сложном напряженном состоянии, при этом наблюдается противоречие 2  0,5для сплава 

Nimonic 80a и стали 2,25Cr-1Mo (табл. 4). Из анализа значений 2  следует, что в экспериментах 

[5, 6] максимальное нормальное напряжение max  оказывает более существенное влияние на 

время разрушения, чем удвоенное максимальное касательное напряжение max2 . Добавление 
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параметра ( 1  или 2 ) в инвариант тензора напряжений, за исключением [7], приводит  

к уменьшению погрешности (табл. 5). Экспериментальные точки располагаются вдоль отрезка 

аппроксимирующей линии (рис. 1 и 2). Таким образом, модели 1 и 2 одинаково хорошо описы-

вают процесс длительной прочности при сложном напряженном состоянии. 

Таблица 5 – Погрешности суммарных расхождений опытных данных относительно  

аппроксимирующих значений для инвариантов тензора  

напряжений max , mises , max2 , 1
inv , 2

inv  

Metallic 

material 

High 

temperature 

t, C 
max  mises  max2  1  2  

Nimonic 80a 750 4,3 4,3 6,6 1,6 1,7 

2,25Cr-1Mo 565 1,6 2,5 3,2 0,7 0,7 

Copper 264 0,6 0,5 0,3 0,5 0,3 

 

  
а б 

 
с 

Рис. 1. Зависимости напряжения 1 от времени в момент разрушения: Nimonic 80a  

при 750 C (а); 2,25Cr-1Mo при 565 C (б); медь при 264 C (с); крестики – опытные данные; 

отрезок прямой – аппроксимация 
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а б 

 
с 

Рис. 2. Зависимости напряжения 2 от времени в момент разрушения: Nimonic 80a  

при 750 C (а); 2,25Cr-1Mo при 565 C (б); медь при 264 C (с); крестики – опытные данные;  

отрезок прямой – аппроксимация 
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5. Обсуждение  

Из анализа результатов вычислений (табл. 3, 4) следует, что отношение maxmax /2    

не определяет влияние максимальных напряжений на время в момент разрушения. Можно 

предположить, что это влияние может зависеть от механизма процесса ползучести. Меха-

низм межзернового проскальзывания осуществляется под действием max  при 0  2  0,5. 

Механизм перемещения дислокаций внутри зерен реализуется под действием max2   

при 0,5  2  1. Из анализа погрешностей (табл. 5) следует, что аппроксимация времени  

в момент разрушения лучше достигается линейными комбинациями 1 и 2, чем базовыми ин-

вариантами тензора напряжений. Между тем существенного преимущества одной из двух 

этих моделей не обнаружено. 
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