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Various invariants of the stress tensor (maximum normal stress, Mises equivalent stress, 

doubled maximum tangential stress) are considered, as well as their linear combinations with one 

material parameter, when approximating the experimental creep rupture data obtained under a com-

plex stress state. The error of the total discrepancy between the experimental data and the approxi-

mating values is always less for linear combinations with the material parameter than for the basic 

invariants of the stress tensor. This determines the predominant practical use of these linear combi-

nations with the parameter. In this paper, we consider two models for describing the creep-rupture 

process under a complex stress state. One is a linear combination of the Mises equivalent stress and 

the maximum normal stress. The other is a linear combination of the doubled maximum tangential 

stress and the maximum normal stress. The effect of each of the two maximum stresses on the rup-

ture time is established from the analysis of the results of the statistical processing of experimental 

data obtained under tension and torsion of tubular specimens. 

Keywords: creep rupture, rupture time, complex stress state, stress tensor invariant. 
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При аппроксимации опытных данных длительной прочности, полученных в условиях 

сложного напряженного состояния, рассматривают различные инварианты тензора напряже-

ний (максимальное нормальное напряжение, интенсивность напряжений удвоенное макси-

мальное касательное напряжение), а также их линейные комбинации с одним материальным 

параметром. Погрешность суммарного расхождения экспериментальных данных и аппрок-

симирующих значений всегда меньше для линейных комбинаций с материальным парамет-

ром, чем для базовых инвариантов тензора напряжений, что предопределяет преимуще-

ственное использование на практике этих линейных комбинаций с материальным парамет-

ром. В работе рассмотрены две модели описания процесса длительной прочности при слож-

ном напряженном состоянии: первая (1) – линейная комбинация интенсивности напряжений 

и максимального нормального напряжения, вторая (2) – линейная комбинация удвоенного 

максимального напряжения сдвига и максимального нормального напряжения. Из анализа 

результатов статистической обработки экспериментальных данных, полученных при растя-

жении и кручении трубчатых образцов, установлено влияние каждого из двух максимальных 

напряжений на время разрыва, а также преимущество использования одной из двух этих мо-

делей. 

Ключевые слова: длительная прочность, время в момент разрушения, сложное напряжен-

ное состояние, инвариант тензора напряжений. 

1. Введение  

Для описания процесса длительной прочности при сложном напряженном состоянии 

используют два подхода [1, 2]. Кинетический подход [1] описывает процесс длительной 

прочности в условиях воздействия растягивающих главных напряжений. Главные 

напряжения, которые равны нулю или меньше нуля, не принимают участие в процессе 

накопления повреждений и не учитываются при описании процесса длительной прочности. 

Для главных напряжений 0321    абсолютная величина вектора поврежденности 

)()()()( 2
3

2
2

2
1 tttt   , при этом в начальный момент времени 0

0


t
  и в момент 

времени разрушения 1
rupt


tt

 , где t – время процесса ползучести. Скорости накопления 

компонент вектора повреждений пропорциональны соответствующим главным 

напряжениям: 𝑑1/𝑑𝑡 ~ 1; 𝑑2/𝑑𝑡 ~ 2; 𝑑3/𝑑𝑡 ~ 3. При двухосном растяжении главные 

напряжения 0,0 321    и абсолютная величина вектора накопления повреждений 
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принимает значение )()()( 2
2

2
1 ttt   . Тем не менее кинетический подход [1] бесполезен 

для описания процесса длительной прочности при растяжении и кручении трубчатых 

образцов, при котором главные напряжения 0,0,0 321   . Между тем, 

критериальный подход [2, 3] описывает процесс длительной прочности при таком сложном 

напряженном состоянии )0,0,0( 321   . Суть подхода [2, 3] заключается в том, что 

для аппроксимации времени разрушения используются различные инварианты тензора 

напряжений: максимальное нормальное напряжение max , интенсивность напряжений 

mises , удвоенное максимальное касательное напряжение max2 , а также их линейные 

комбинации с параметром. Все эти инварианты тензора напряжений при одноосном 

растяжении оказываются равными максимальному нормальному напряжению, что означает 

maxmisesmax 2  . При сложнонапряженном состоянии инварианты тензора напряжений 

принимают различные значения, при этом линейные комбинации инвариантов тензора 

напряжений с параметром позволяют лучше описать процесс длительной прочности, чем 

базовые инварианты тензора напряжений [2, 3]. 

2. Две рассматриваемые модели  

Из анализа [2, 3] погрешностей суммарного расхождения опытных данных, получен-

ных в условиях совместного растяжения и кручения трубчатых образцов относительно ап-

проксимирующих значений, установлено, что из числа рассмотренных инвариантов тензора 

напряжений минимальная погрешность соответствует линейной комбинации 1
inv  [4] 

10,]1[ 1max1mises1
1
inv   , (1) 

где 1  – параметр, учитывающий влияние интенсивности напряжений и максимального 

нормального напряжения на время в момент разрушения. В силу того, что интенсивность 

напряжений – только математическая характеристика тензора напряжений, а максимальное 

напряжение сдвига – реальная физическая величина, то взамен интенсивности напряжений 

аналогично (1) рассмотрим удвоенное максимальное напряжение сдвига 

10,]2][1[ 2max2max2
2
inv   , (2) 

где 2  – параметр, учитывающий влияние удвоенного максимального напряжения сдвига  

и максимального нормального напряжения на время в момент разрушения. Влияние инвари-

антов тензора напряжений на время в момент разрушения определяется значениями пара-

метров 1  и 2  (табл. 1). 

Таблица 1 – влияние различных инвариантов тензора напряжений  

на время в момент разрушения 

Параметры 

напряжений max  max2  mises  

0  1  0,5 Слабое влияние – Сильное влияние 

0,5  1  1 Сильное влияние – Слабое влияние 

0  2  0,5 Слабое влияние Сильное влияние – 

0,5  2  1 Сильное влияние Слабое влияние – 
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3. Экспериментальные данные и методика статистической обработки  

Определим значения параметров 1  и 2  вместе с погрешностями 1  и 2  для вы-

ражений (1) и (2). Из анализа погрешностей можно определить преимущество одной из двух 

линейных комбинаций (1) и (2). С этой целью проведем статистическую обработку экспери-

ментальных данных (табл. 2), полученных при растяжении и кручении трубчатых образцов. 

Между временем разрыва 
approx
ruptt  и инвариантом inv  тензора напряжений примем степен-

ную связь с двумя материальными параметрами: 

0,0,
dim

inv

dim

approx
rupt













mBB
t

t
m




, (3) 

где inv  – 1
inv  или 2

inv ; ч1dim t  и МПа1dim   – произвольные размерные величины, B;  

m – материальные параметры. 

Таблица 2 – Экспериментальные данные для статистической обработки 

Автор 
Металлический 

материал 

Высокая 

температура, 

t, C 

Количество опытов для различных типов 

стационарного нагружения 

Чистое 

растяжение 

Чистое 

кручение 

Совместное 

растяжение 

и кручение 

Dyson [5] Никелевый 

сплав 

Nimonic 80a 

750 8 9 – 

Cane [6] Сталь 

2,25Cr-1Mo 
565 6 4 – 

Назаров [7] Отожженная 

медь 
264 2 – 3 

 

Базовые инвариантные напряжения: 

2
,, 31

max
2
331

2
1mises1max





 . (4) 

Главные напряжения [8] при растяжении и кручении трубчатых образцов 

2
2

32
2

2

1
22

,0,
22







 
















 , (5) 

где   – нормальное напряжение;   – касательное напряжение. Неизвестные параметры  

аппроксимации процесса длительной прочности определяются минимальной погрешностью, 

равной сумме расстояний экспериментальных точек относительно отрезка аппроксимирую-

щей прямой в логарифмических осях 














 

N t

1 inv
approx
rupt

inv
approx
rupt

)(t

)(
lgmin




, (6) 
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где N  – количество опытных точек; exper
ruptt  – время разрушения из эксперимента. Вычисления 

проводились методом Generalized Reduced Gradient (Microsoft Excel), при этом погрешности 

1  и 2  использовались в качестве целевых условий минимального суммарного расхожде-

ния между экспериментальными данными и аппроксимирующими значениями. 

4. Анализ результатов  

Из анализа вычисленных параметров (табл. 3–4) следует, что для одной и той же  

серии испытаний они незначительно отличаются друг от друга. Разные значения параметра 

2  указывают на различное влияние максимальных напряжений на время в момент разрушения. 

Таблица 3 – вычисленные параметры линейной комбинации 1
inv  

Металлический 

материал 

Высокая 

температура 

t, C 
1lg B  1m  1  

Никелевый 

сплав 

Nimonic 80a 

750 13,844 4,9 0,5 

Сталь 

2,25Cr-1Mo 

565 11,262 3,8 0,7 

Отожженная 

медь 

264 7,712 3,0 0,0 

Таблица 4 – Вычисленные параметры линейной комбинации 2
inv  

Металлический 

материал 

Высокая 

температура, 

t, C 
2lg B  2m  2  

Никелевый 

сплав 

Nimonic 80a 

750 13,505 4,7 0,6 

Сталь 

2,25Cr-1Mo 

565 11,179 3,8 0,8 

Отожженная 

медь 

264 7,812 3,0 0,0 

 

Этот эффект, скорее всего, не зависит от вклада нормального   и касательного    

напряжений в максимальное нормальное напряжение max  и удвоенное максимальное каса-

тельное напряжение max2 . Это объясняется тем, что равенство maxmax2    достигается либо 

при чистом растяжении )0(  , либо при чистом кручении )0(   трубчатого образца [5, 6]. 

Неравенство maxmax2    выполняется при совместном растяжении )0(  и кручении )0(   

трубчатого образца [7]. Неравенство maxmax2    (это означает 2  0,5) выполняется при лю-

бом сложном напряженном состоянии, при этом наблюдается противоречие 2  0,5для сплава 

Nimonic 80a и стали 2,25Cr-1Mo (табл. 4). Из анализа значений 2  следует, что в экспериментах 

[5, 6] максимальное нормальное напряжение max  оказывает более существенное влияние на 

время разрушения, чем удвоенное максимальное касательное напряжение max2 . Добавление 
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параметра ( 1  или 2 ) в инвариант тензора напряжений, за исключением [7], приводит  

к уменьшению погрешности (табл. 5). Экспериментальные точки располагаются вдоль отрезка 

аппроксимирующей линии (рис. 1 и 2). Таким образом, модели 1 и 2 одинаково хорошо описы-

вают процесс длительной прочности при сложном напряженном состоянии. 

Таблица 5 – Погрешности суммарных расхождений опытных данных относительно  

аппроксимирующих значений для инвариантов тензора  

напряжений max , mises , max2 , 1
inv , 2

inv  

Metallic 

material 

High 

temperature 

t, C 
max  mises  max2  1  2  

Nimonic 80a 750 4,3 4,3 6,6 1,6 1,7 

2,25Cr-1Mo 565 1,6 2,5 3,2 0,7 0,7 

Copper 264 0,6 0,5 0,3 0,5 0,3 

 

  
а б 

 
с 

Рис. 1. Зависимости напряжения 1 от времени в момент разрушения: Nimonic 80a  

при 750 C (а); 2,25Cr-1Mo при 565 C (б); медь при 264 C (с); крестики – опытные данные; 

отрезок прямой – аппроксимация 
1

dim

approx
rupt

1

dim

1
inv

lglg

lg
m

t

t
B















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
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
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Рис. 2. Зависимости напряжения 2 от времени в момент разрушения: Nimonic 80a  

при 750 C (а); 2,25Cr-1Mo при 565 C (б); медь при 264 C (с); крестики – опытные данные;  

отрезок прямой – аппроксимация 
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5. Обсуждение  

Из анализа результатов вычислений (табл. 3, 4) следует, что отношение maxmax /2    

не определяет влияние максимальных напряжений на время в момент разрушения. Можно 

предположить, что это влияние может зависеть от механизма процесса ползучести. Меха-

низм межзернового проскальзывания осуществляется под действием max  при 0  2  0,5. 

Механизм перемещения дислокаций внутри зерен реализуется под действием max2   

при 0,5  2  1. Из анализа погрешностей (табл. 5) следует, что аппроксимация времени  

в момент разрушения лучше достигается линейными комбинациями 1 и 2, чем базовыми ин-

вариантами тензора напряжений. Между тем существенного преимущества одной из двух 

этих моделей не обнаружено. 
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