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The article discusses different yield functions extended to the case of micropolar media  

in order to investigate the effect of local plasticity in metals. The paper is concerned with the inho-

mogeneous stress-strain state obtained within the frame of the micropolar continuum approach for  

a cylindrical specimen under distributed couple stress on its lateral surface. The case corresponding 

to specimen tension is considered. Plastic strains prove to arise near the border of the specimen, 

while the material continues to behave elastically. According to the results, it is necessary to take 

into account couple stresses to clarify what happens in the area near the border when the size of this 

area is comparable to the size of the structure inhomogeneity. 

Keywords: yield function for a micropolar medium, size effects, pseudo-Cosserat continuum, cou-

ple stress. 
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В статье рассматриваются условия пластичности, обобщенные различными способами 

на случай микрополярных сред, с целью исследования эффекта локализации пластических  

деформаций в металлах. В качестве примера в статье рассматрено полученное в рамках мик-

рополярной теории сплошных сред неоднородное напряженно-деформированное состояние 

цилиндрического образца, на боковой поверхности которого задан распределенный момент и к 

торцам которого приложено растягивающее усилие. Оказывается, что пластическое течение 

инициируется непосредственно у границы образца, в то время как материал в целом продол-

жает вести себя упруго. Результаты свидетельствуют о необходимости учета моментных взаи-

модействий между частицами среды при рассмотрении приграничной области, размеры кото-

рой сопоставимы с характерным размером структурной неоднородности материала. 

Ключевые слова: критерий текучести для микрополярной среды, размерный эффект, псев-

доконтинуум Коссера, моментное взаимодействие. 

1. Введение 

Согласно имеющимся в литературе данным, реакция материала на нагружение опре-

деляется прежде всего процессами, происходящими на мезоуровне, являющимся промежу-

точным между микро- и макромасштабным [1, 2]. При этом может наблюдаться локализация 

пластических деформаций, возникающих в малых по сравнению с объемом тела областях. 

Так, согласно [3], некоррелированное движение индивидуальных дислокаций в высокопроч-

ных металлах приводит к возникновению локальных зон пластического течения, размеры 

которых сопоставимы с размерами ядер дислокаций. В работах [4–6] отмечается, что именно 

в поверхностном слое материала наблюдается широкий спектр атомных конфигураций  

и большое количество вакансий, приводящих к ослаблению межатомных взаимодействий  

и развитию интенсивной пластической деформации. В [4, 7] подчеркивается, что поверх-

ностный слой в материале является самостоятельной подсистемой, играющей принципиаль-

но важную роль в развитии пластических деформаций.  

Для учета структурной неоднородности материала, проявляющейся на мезоуровне, 

представляется обоснованным применение микрополярной теории, учитывающей, в общем 

случае, помимо трансляционных вращательные степени свободы элементов среды и вво-

дящей моментные взаимодействия между ними наряду с силовыми [8–11]. Действительно, 

согласно [12], в материалах c большими градиентами напряжений и наличием высокоде-

фектных субструктур в ходе деформации возможно развитие поворотов отдельных обла-

стей, вызванных миграцией границ зерен. Применение микрополярной теории приводит  

https://e.mail.ru/compose/?mailto=mailto%3avilchevska@gmail.com
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к возрастанию вклада моментных напряжений и существенному отличию результата от по-

лученного в рамках классической теории для области концентрации напряжений, сопоста-

вимой с характерным размером структурной неоднородности материала [13, 14]. При этом 

вне данной области моментные взаимодействия можно считать малыми второго порядка  

по сравнению с силовыми. Как следствие, микрополярная теория позволяет описать начало 

пластического течения, локализованного в области концентрации напряжений, определяе-

мой характерными длинами для деформации изгиба и кручения – параметрами материала, 

отражающими так называемый «размерный эффект» и сопоставимыми с размерами эле-

ментов структуры материала. Сам эффект заключается в том, что в рамках обобщенных 

сред жесткости на изгиб и кручение у стержней и пластинок при уменьшении их размеров 

возрастают, в отличие от постоянных значений, предсказываемых классической теорией 

сплошных сред [13, 14].  

Основы микрополярной теории пластичности были заложены в [15–20]. Обзор развития 

теории можно найти в [14, 21–22]. Определение условия пластичности классической теории 

течения может быть обобщено на случай микрополярных сред двумя способами [13, 14, 21]. 

Используется либо один общий критерий пластичности, в который входят и силовые, и мо-

ментные напряжения [13, 18, 20, 23, 24], либо два отдельных критерия для силовых и мо-

ментных напряжений соответственно [13, 21]. Само условие пластичности в обоих случаях 

заключается в том, что функция текучести становится неотрицательной. Данная функция за-

висит только от обобщенной интенсивности напряжений, которая в свою очередь может 

определяться различными способами, как в случае единого критерия, так и в случае двух 

различных критериев. Наиболее известные формулировки представлены в следующем разде-

ле. Различие состоит в том, каким образом задается набор материальных параметров, фигу-

рирующих в выражении для интенсивности. Часть из них может обнуляться, а часть – при-

равниваться друг другу.  

Интерес представляет сравнение интенсивностей напряжений, определяемых в рамках 

классической и микрополярной теорий сплошных сред, для понимания степени влияния мо-

ментного взаимодействия между частицами среды на поведение материала. В работе в каче-

стве примера будет представлено сравнение интенсивностей напряжений, возникающих при 

растяжении металлического образца, описываемого классической моделью и моделью псев-

доконтинуума Коссера, являющейся частным случаем микрополярной среды. Модель псев-

доконтинуума Коссера основана на предположении о том, что взаимодействие между части-

цами среды осуществляется как за счет силовых, так и за счет моментных напряжений,  

но при этом дополнительная вращательная степень свободы частиц среды отсутствует, а их 

повороты определяются через ротор векторного поля перемещений [11]. Помимо этого для 

модели псевдоконтинуума Коссера в работе будет предложено сравнение интенсивностей 

напряжений, полученных при использовании различных критериев пластичности, представ-

ленных в литературе.  

2. Постановка задачи и методы решения 

 2.1. Критерии пластичности для микрополярных сред 

Из классической теории сплошных сред известно, что, во-первых, для изотропного 

материала условие пластичности не должно зависеть от выбора направления и может быть 

выражено в виде функции главных инвариантов тензора напряжений. Во-вторых, как прави-

ло, всестороннее сжатие не приводит к пластическим деформациям, а потому данная функ-

ция зависит от инвариантов девиаторной части тензора напряжений. Наиболее приемлемыми 

и широко используемыми критериями в классической теории являются критерии Треска  

и Мизеса [25, 26].  
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Критерий Мизеса может быть обобщен на микрополярные среды c помощью одного 

или двух условий пластичности. В общем виде единый критерий, учитывающий влияние  

как силовых, так и моментных напряжений, вводится следующим образом [13, 14]: 

   2, , 0,pY J Y  T  M T  M  (1) 

 2 1 2 1 2, : : ,J a a b b     T  M S S S S M M M M  (2) 

где 1 3tr S T TE  – девиатор тензора силовых напряжений T ; E  – единичный тензор,  

M  – тензор моментных напряжений; 1 2 1 2,  ,  b ,  ba a  – материальные параметры; 
pY  – пре-

дел текучести. Двойные скалярные произведения вводятся по следующим правилам: 

     : ; .      ab cd a c b d ab cd b c a d  

Другой возможный способ обобщения критерия Мизеса заключается в постановке 

двух условий пластичности, представляющих собой две функции, каждая из которых зависит 

только от одного тензора напряжений (силового или моментного). Соответствующие форму-

лы для функций текучести и интенсивностей напряжений примут вид [13, 14]: 

       2 20,  0;M

p M pY J Y Y J Y

      T T M M  (3) 

   2 1 2 2 1 2: ,  : .J a a J b b     T S S S S M M M M M  (4) 

В этом случае для силовых и моментных напряжений вводятся два различных предела 

текучести: 
pY   и M

pY  соответственно.  

Введенные формулами (1) и (3) критерии должны совпадать с классическим при пере-

ходе к безмоментной среде ( 0;  ,T M T T  где верхний индекс T  означает транспонирова-

ние), что накладывает ограничение на материальные параметры 1 2,  è a a , а именно: 

1 2+ 1 2a a  . Это единственное ограничение не дает однозначного определения дополнитель-

ных материальных констант, входящих в выражения для интенсивностей, описываемых 

формулами (2) и (4). Стоит отметить, что определение данных констант является одной  

из основных задач при применении неклассических сплошных сред [13, 14, 19]. Не останав-

ливаясь на способах получения того или иного набора значений данных параметров, приве-

дем наиболее широко известные из них.  

Авторы [18–20, 27–28] вводят следующий единый критерий текучести, в котором 

2b 0 :  

 2 1 2 1, : : .J a a b   T  M S S S S M M  (5) 

Остальные параметры определяются различными способами. Под «стандартным»  

набором предполагаются значения  2

1 2 11 4,  b 1 2a a l   , где l  – характерный параметр 

материала размерности длины, существенно влияющий на размер области локализации кон-

центрации напряжений [13, 20, 24]. В [18, 27] при решении статической задачи используются 

значения  2

1 2 13 4,  1 4,  b 1 8a a l    . В [20] показано, что выбор данных значений  

не оказывает существенного влияния на переход в пластическое состояние.  

Авторы [17, 21] вводят интенсивность для случая единого критерия текучести как  
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   2

2 1

1 1
, : 1 : : .

2 2

A AJ b   T  M S S σ σ M M  (6) 

Для случая двух различных критериев для силовых и моментных напряжений  

автор [21] предлагает следующие выражения для определения соответствующих им ин-

тенсивностей: 

     2

2 2 1

1 1
: 1 : ,  : .

2 2

A AJ J b   σ S S σ σ M M M  (7) 

В выражениях (6) и (7) принимается, что  
2

1b L , ,  0    – безразмерные мате-

риальные параметры материала; L  – масштабный параметр размерности длины.  

При 0   интенсивность, определяемая формулой (6), совпадает с введенной  

в [22, 29, 30]. Тогда выражение (6) совпадает с выражением (2), а выражение (7) – с выражением 

(4) при следующих значениях материальных параметров:  
2

2 2 1 1b 0;  a 1 2;  ba L    .  

Заметим, что при растяжении образца интенсивность напряжений для всех выше  

перечисленных случаев определяется как 

2 23 .J J  (8) 

При определении интенсивности напряжений будем использовать в выражениях (2)  

и (4) наборы параметров, представленные в таблице. При этом в качестве масштабного пара-

метра l  размерности длины будем использовать характерную длину для деформации изгиба, 

как это предложено например в [28]. 

Таблица – Наборы параметров в выражениях для интенсивности напряжений 

№ Значения параметров 

1 1 2 1 22

1 1
; b ;  b 0

4 2 b

a a
l

     

2 1 2 1 22

3 1 1
;  ;  b ;  b 0

4 4 8 b

a a
l

      

3 1 2 1 22

1 1
;  0;  b ;  b 0

2 2 b

a a
l

     

4 1 2 1 2 2

1 1
;  b b

4 2 b

a a
l

     

5 1 2 1 2 2

1 1
;  b b

4 4 b

a a
l

     

 2.2. Задача о растяжении цилиндрического образца 

В качестве примера определим по приведенным в предыдущем подразделе формулам 

интенсивность напряжений при растяжении металлического образца цилиндрической формы 

радиуса 0r , на боковой поверхности которого задан распределенный момент 0M  e . Напря-

женно-деформированное состояние образца получено в [31] в рамках теории упругости 
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псевдоконтинуума Коссера при решении задачи в цилиндрической системе координат 

 ,  , zr   с помощью асимптотического метода. Полученные силовые и моментные напряже-

ния имеют вид: 

 0
3

2

0

3

2 ;
r r

z z z r

F
M e

S







 

 T e e e e  (9) 

 0
3

2
2

0

3

,
r r

r rM e





 





   
   

 
M e e e e  (10) 

где F  – растягивающая сила, приложенная к торцам цилиндра; 2

0S r  – площадь попереч-

ного сечения цилиндра;   – модуль сдвига; 2 3,     – неклассические упругие модули, отра-

жающие вклад моментных взаимодействий между частицами среды.  

Определение значений неклассических модулей, фигурирующих в выражениях  

(9) и (10), сопряжено с техническими сложностями, поскольку измерить данные параметры 

напрямую подобно классическим упругим модулям невозможно. Для оценки данных моду-

лей используются методы размерных эффектов, при которых значения модулей определяют-

ся на основании сопоставления результатов измерений с полученными расчетными зависи-

мостями жесткостей на изгиб и кручение от размеров образца [14]. Несмотря на значитель-

ный прогресс в области микрополярной теории сплошных сред, неклассические упругие мо-

дули на данный момент определены лишь для некоторых материалов [32–34].  

Таким образом, в модель микрополярной среды можно ввести характерные длины для 

деформации изгиба bl  и кручения tl , которые связаны с упругими модулями следующим об-

разом [9]:  

3 2 3; .
4 2

b tl l
  

 


   (11) 

При этом значения неклассических упругих модулей ограничены условием:

3 2 3     , что накладывает аналогичное ограничение и на значения характерных длин,  

а именно: 0 2 .t bl l    

Из приведенного в формулах (9) и (10) решения видно, что напряженно-деформированное 

состояние образца у его боковой поверхности может быть уточнено с помощью модели, предло-

женной в рамках микрополярной теории упругости, тогда как при удалении от поверхности 

эффект, связанный с наличием распределенного момента на границе, исчезает. Таким обра-

зом, в приграничной области возникает концентрация напряжений, что может инициировать 

локальное пластическое течение.  

3. Результаты и обсуждение 

Выпишем все двойные скалярные произведения, фигурирующие в выражениях для 

интенсивности напряжений, представленных формулами (2) и (4): 

 022 2
0

2 2

2
: ;

3
b

r r

l

b

MF
e

S l




 S S  (12) 
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2

2

2
;

3

F

S
 S S  (13) 

   0
2

2 2 4
2

2

04

2 4
: ;

4
b

r r

t b b l

b

l l l
M e

l


 

M Μ  (14) 

 02 2 2
2

02

2
.b

r r

lt b

b

l l
M e

l




 M Μ  (15) 

При решении задачи в рамках классической теории сплошных сред моментные  

напряжения равны нулю, а в выражении для силовых напряжений отсутствует компонента, 

содержащая экспоненциальную функцию. Тогда классическая интенсивность напряжений 

при растяжении будет определяться формулой (16): 

2

2 2
.cl F

J
S

  (16) 

Для получения численных результатов рассмотрим цилиндрический образец радиуса 

0 0,004 ìr  и длины 0,04 ì ,L  выполненный из атмосферостойкой стали с модулем сдвига 

80 000 Ì Ï à.   Примем для определенности, что распределенный момент на границе 

0 64 000 Ï à.M   Предел текучести при растяжении находится в диапазоне 465 640 МПа.pY    

Примем, что растягивающее усилие 20 000 Í .F   Тогда, согласно выражению (16), интен-

сивность напряжений окажется равной 
2 400 МПа,clJ   что не превышает значения предела 

текучести при растяжении. Таким образом, при моделировании поведения материала в рам-

ках безмоментной теории оно является чисто упругим.  

В работе [31] предложен метод определения материальной константы ,bl  основанный 

на сравнении экспериментальных и аналитических данных. При этом предполагается, что 

модель объясняет существенно неоднородное распределение водорода, проникающего в ме-

талл из внешней среды. Так, экспериментальные данные свидетельствуют о том, что водород 

практически весь аккумулируется в тонком поверхностном слое [35–38]. Экспериментально 

измеренная толщина пограничного слоя 
*r , содержащего избыток водорода, сравнивается  

с аналитически полученной шириной области с дополнительными продольными смещения-

ми частиц континуума. Тогда имеет место следующее соотношение:  0 * 01 ln ,bl r r r k    

где k показывает степень затухания продольных перемещений при удалении от боковой по-

верхности образца на толщину пограничного слоя. При 100k   получаем 13 μм.bl   

 3.1. Единый критерий пластичности 

При использовании стандартного набора параметров (таблицы № 1) в выражении для 

интенсивности напряжений, обобщенной на случай микрополярного материала формулой (2), 

получаем следующее равенство:  

  
 0

1

22 22
2 2 40

2 2 6

3
2 6 .

8
b

r r

l

t b b

b

MF
J l l l e

S l




     (17) 
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При использовании набора параметров, предложенного в [18, 27] для статической  

модели (таблица № 2), интенсивность напряжений, вычисленная по формуле (2), оказывается 

равной  

  
 0

2

22 22
2 2 40

2 2 6

3
2 28 .

32
b

r r

l

t b b

b

MF
J l l l e

S l




     (18) 

При использовании набора параметров № 3 (таблица) общая интенсивность определя-

ется выражением  

  
 0

3

22 22
2 2 40

2 2 6

3
2 8 .

8
b

r r

l

t b b

b

MF
J l l l e

S l




     (19) 

Найдем функции интенсивности, определяемые формулами (17)–(19), для следующих трех 

значений характерной длины для деформации кручения:    2 3 20 ; 2  0 ;t t bl l l        

 2 3 2  .t bl l     При сравнении выражений (17)–(19) видно, что имеют место следующие ра-

венства: 
1 1 2 2 3 32 0 2 2 2 0 2 2 2 0 2 2;  ;  . 

t t b t t b t t bl l l l l l l l lJ J J J J J         Интенсивность напряжений 

на боковой поверхности образца принимает значения 
1 22 0 2 0( ) 9,5 ÃÏ à;  ( ) 8,5 ÃÏ à;J r J r   

32 0( ) 10,5 ÃÏ àJ r   – при 0,  2t t bl l l   и значения
1 22 0 2 0( ) 7,4 ÃÏ à; ( ) 7,9 ÃÏ à; J r J r   

32 0 ( ) 8,5 ÃÏ àJ r   – при 2 .t bl l  Графики зависимости интенсивностей от безразмерной ра-

диальной координаты ( 01x r r  ) для разных значений характерной длины для деформации 

кручения представлены на рис. 1. 

При анализе результата, представленного на рис. 1, видно, что учет моментных взаи-

модействий между частицами микрополярной среды приводит к возникновению пластиче-

ского течения непосредственно у боковой поверхности образца, поскольку интенсивность 

напряжений в этой области значительно превышает предел текучести при растяжении. При 

удалении от границы интенсивность стремительно убывает и стремится к полученной в рам-

ках классической теории. Следовательно, уточненное с помощью микрополярной теории 

решение играет роль только в тонком поверхностном слое, толщина которого сопоставима  

с размерами структурной неоднородности материала. При выходе же за пределы данной об-

ласти моментные взаимодействия можно считать малыми второго порядка по сравнению  

с силовыми.  

Как видно из представленных на рис. 1 графиков, значение характерной длины для 

деформации кручения влияет на значение интенсивности у боковой поверхности образца. 

Характер же убывания интенсивности до значения, получаемого в рамках классической тео-

рии, равно как и ширина зоны локализации концентрации напряжений, не меняются суще-

ственно при изменении данного параметра.  

Заметим, что качественно результаты, полученные для разных наборов параметров  

в выражении для интенсивности, не отличаются друг друга. Тем не менее имеются количе-

ственные отличия, во-первых, в максимальном значении интенсивности, а во-вторых, в ши-

рине зоны локализации пластического течения (рис. 2).  
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а б 

 

в 

Рис. 1. Зависимости интенсивности напряжений от безразмерной радиальной координаты 

при разных значениях tl : a – 
12 ( );J x  б – 

22 ( );J x  в – 
32 ( )J x  

 

а б 

Рис. 2. Сравнение интенсивностей напряжений, полученных для разных наборов параметров 

(таблица № 1–3): a – 0,  2 ;t t bl l l   б – 2t bl l  

Рассмотрим теперь общее выражение для интенсивности, в котором фигурируют  

все двойные скалярные произведения, представленные формулами (12)–(15). Остановимся  
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на двух последних наборах параметров, представленных в таблице. В первом случае 

(таблица № 4) имеем следующее выражение для обобщенной интенсивности: 

 
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22 2
4 40
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3
4 ;

16
b
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l

t b
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J l l e

S l




    (20) 

во втором случае: 
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
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При сравнении выражений (20) и (21) видно, что при 0tl   значения интенсивностей 

совпадают. Сравнение значений интенсивностей, вычисленных по формулам (20) и (21), для 

0;tl   2t bl l  и 2t bl l  представлено на рис. 3. 

 

 

а 

 

б а 

Рис. 3. Сравнение интенсивностей напряжений, учитывающих все двойные скалярные  

произведения между тензорами силовых и моментных напряжений:  

a – 0;tl   б – 2 ;t bl l  в – 2t bl l  
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При анализе результатов, представленных на рис. 3, и сравнении их с полученными 

выше можно заметить, что качественного изменения картины не наблюдается при использо-

вании большего или меньше числа ненулевых параметров, фигурирующих в выражении для 

обобщенной интенсивности. Основное различие заключается в величине, определяющей ин-

тенсивность напряжений в области их концентрации. При этом очевидно, что все предло-

женные значения существенно превышают предел текучести материала при растяжении.  

Таким образом, принципиально важно учитывать моментное взаимодействие при определе-

нии поведения материала в области, соразмерной с масштабом структурной неоднородности.  

 3.2. Два критерия пластичности. Сравнение с единым критерием 

Использование наборов параметров, перечисленных в таблице, даст следующие  

выражения для интенсивностей силовых и моментных напряжений соответственно:  
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При сравнении выражений (22)–(26) отметим, что в некоторых случаях для разных 

наборов параметров совпадают либо интенсивности силовых ((22), (25) и (26)), либо интен-

сивности моментных напряжений ((22) и (24)). Интерес представляет сравнение данных ин-

тенсивностей с соответствующими интенсивностями, полученными при использовании еди-

ного условия пластичности.  

Поскольку влияние значения параметра характерной длины для деформации кручения 

на величину интенсивности было обсуждено в предыдущем пункте, при рассмотрении кри-

териев пластичности в данном разделе примем для определенности, что 2 .t bl l  

Графики зависимостей интенсивностей от безразмерной радиальной координаты для 

случая одного и двух критериев пластичности представлены на рис. 4.  
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Рис. 4. Сравнение интенсивностей напряжений, вычисленных для одного и для двух  

критериев пластичности: a – набор параметров № 1; б – набор параметров № 2;  

в – набор параметров № 3; г – набор параметров № 4; д – набор параметров № 5 

Из представленных на рис. 4 графиков видно, что общая интенсивность напряжений, 

зависящая одновременно и от силовых, и от моментных напряжений, выше значений интен-

сивностей, зависящих только от одного из типа напряжений. При этом интенсивность мо-

ментных напряжений, как и следовало ожидать, быстро убывает при удалении от зоны кон-

центрации напряжений.  
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4. Заключение 

В работе представлен анализ неоднородного напряженно-деформированного состоя-

ния растягиваемого цилиндрического образца, на боковой поверхности которого задан рас-

пределенный момент. В результате учета моментных взаимодействий между частицами сре-

ды в рамках микрополярной теории оказывается, что интенсивность напряжений в пригра-

ничной зоне значительно превышает предел текучести при растяжении. При этом функция 

интенсивности резко убывает при удалении от боковой поверхности цилиндрического об-

разца до значения, прогнозируемого классической теорией сплошных сред. Таким образом, 

при общем упругом поведении материала может наблюдаться локализованное пластическое 

течение в приграничной области, размеры которой сопоставимы с размерами структурной 

неоднородности материала.  
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