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In the paper, we apply our previously developed phenomenological theory of magnetoelastic 

interaction to a systematic description of the behavior of the elastic and magnetic characteristics of 

invars under pressure. This approach allows us to explain a seemingly paradoxical decrease in the 

compression moduli of the Fe72Pt28 invar under pressure alongside the simultaneously observed 

standard increase in the shear moduli. This paradox of compressibility in invar alloys proves to  

be due to two factors, namely the existence of a minimum of the compression modulus near the  

Curie point and the pressure-induced shift of the Curie point. Note that, in addition to a qualitative 

explanation of the unusual behavior of compressibility in invars, our formulas provide a good  

quantitative agreement with experiment. Our conclusions are supported by numerical calculations 

performed with the use of formulas based on the Heisenberg model with allowance made for  

magnetoelastic interaction. 
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В данной работе мы использовали развитую нами ранее феноменологическую теорию 

магнитоупругого взаимодействия для систематического описания поведения упругих и маг-

нитных характеристик инваров под давлением. Это позволило нам объяснить кажущееся па-

радоксальным уменьшение модулей сжатия в инваре Fe72Pt28 под давлением на фоне одно-

временно наблюдаемого «стандартного» увеличения модулей сдвига. Данный парадокс сжи-

маемости в инварных сплавах оказался обусловлен двумя факторами: существованием ми-

нимума модуля сжатия в окрестности точки Кюри и смещением точки Кюри под давлением. 

Отметим, что наши формулы дают не только качественное объяснение необычного поведе-

ния сжимаемости в инварах, но и неплохое количественное совпадение с экспериментом. 

Наши выводы также подтверждены численными расчетами, выполненными нами с исполь-

зованием формул, основанных на модели Гейзенберга с учетом магнитоупругого взаимодей-

ствия.  

Ключевые слова: инварные сплавы, модули сжатия, модули сдвига, магнитоупругое взаи-

модействие, феноменологическая теория, точка Кюри, модель Гейзенберга 

1. Введение 

Несмотря на то что первые инварные сплавы открыты достаточно давно и к настоя-

щему времени представители этого семейства материалов широко применяются в различных 

областях техники, сохраняется высокий интерес к изучению их свойств и механизмов взаи-

модействий решеточной и магнитной подсистем, которыми они обусловлены [1, 2, 3]. При 

этом можно отметить, что, хотя некоторые из проблем, касающихся данного класса материа-

лов, известны уже продолжительное время, они все еще ждут своего решения.  

При исследовании зависимости скорости звука от давления в инварных сплавах 

Fe65Ni35 и Fe72Pt28 было обнаружено необычное поведение упругих постоянных [4, 5]. Оказа-

лось, что объемный модуль упругости и упругие постоянные, ответственные за распростра-

нение продольных звуковых волн, уменьшаются при увеличении давления, т. е. сжимаемость 

среды растет, в то время как обычно сжимаемость материалов при увеличении давления 

уменьшается. Для объяснения данного аномального поведения привлекались идеи учета вли-

яния фононной системы на магнитные свойства ферромагнетиков и эффекты магнитоупру-

гости [6, 7]. Однако формул, описывающих зависимость упругих констант от давления, при 

этом получено не было, и, соответственно, подробные расчеты эффекта отсутствуют.  
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Основным результатом работ [4, 5] является установление факта ([4], табл. 1), что 

упругие постоянные C11 и C12, а также модуль сжатия 𝐵 =
1

3
(𝐶11 + 2𝐶12)имеют отрицатель-

ный знак производной по давлению при температурах ниже точки Кюри. При этом знак про-

изводных по давлению для модулей сдвига C44 и 
1

2
(𝐶11 − 𝐶12) остается положительным. Вы-

ше температуры Кюри все эти производные ведут себя обычным образом. 

В настоящей работе мы покажем, что обнаруженный в работах [4, 5] эффект может 

быть удовлетворительно количественно объяснен с помощью феноменологической теории 

магнитоупругого взаимодействия в инварах, предложенной в работах [8, 9]. 

2. Постановка задачи и методы решения 

Согласно феноменологической теории магнитоупругого взаимодействия (МУВ), вы-

ражения для упругих постоянных ферромагнетика при постоянных магнитном поле Н и 

намагниченности M могут быть представлены в следующем виде [8, 9]:  

 𝐶𝑖𝑘𝑙𝑚
𝐻 = 𝐶𝑖𝑘𝑙𝑚

𝑀 − 4𝑀2χ𝑉Γ𝑖𝑘Γ𝑙𝑚 ;  𝐶𝑖𝑘𝑙𝑚
𝑀 = 𝐶𝑖𝑘𝑙𝑚

0 + ε𝑖𝑘𝑙𝑚𝑀
2. (1) 

Здесь 𝐶𝑖𝑘𝑙𝑚
0  – затравочные упругие постоянные (без учета МУВ); Γik и εiklm – постоянные 

МУВ первого и второго порядка соответственно; χ𝑉 = (
𝜕𝑀

𝜕𝐻
)
𝑉

 – магнитная восприимчивость 

при постоянном объеме.  

Величины диагональных элементов скалярной матрицы Γik = γδik задаются перемен-

ной γ, определяющей значение относительной спонтанной объемной магнитострикции, свя-

зывая относительное изменение объема модулем сжатия при постоянном значении намагни-

ченности M, ω = ∆V/V c B
M

, по формуле 

 ω = −γ𝑀2(𝐵𝑀)−1. (2) 

Из формулы (1) следуют равенства для основных упругих постоянных кубического 

ферромагнетика:  

 

{
 
 

 
 
𝐶1111
𝐻 = 𝐶1111

𝑀 − 4𝑀2χ𝑉𝛾
2 ⟹ 𝐶11

𝐻 = 𝐶11
𝑀 − 4𝑀2χ𝑉γ

2

𝐶11
𝑀 = 𝐶11

0 + 𝜀11𝑀
2 

𝐶1122
𝐻 = 𝐶1122

𝑀 − 4𝑀2χ𝑉γ
2 ⟹ 𝐶12

𝐻 = 𝐶12
𝑀 − 4𝑀2χ𝑉γ

2

𝐶12
𝑀 = 𝐶12

0 + 𝜀12𝑀
2

𝐶1212
𝐻 = 𝐶1212

𝑀 = 𝐶44
0 + ε44𝑀

2

. (3) 

В формулах системы (3) совершен общеупотребительный переход от четырехиндекс-

ного обозначения для упругих постоянных 𝐶𝑖𝑘𝑙𝑚
0  и постоянных МУВ εiklm кубического кри-

сталла к двухиндексному их обозначению 𝐶𝑖𝑘
0   и εik [10]. Тогда для модулей сжатия 𝐵𝐻,𝑀 =

1

3
(𝐶11

𝐻,𝑀 + 2𝐶12
𝐻,𝑀) и модулей сдвига кубического кристалла 

1

2
(𝐶11

𝐻,𝑀 − 𝐶12
𝐻,𝑀) и 𝐶44

𝐻,𝑀
 оконча-

тельно получаем: 

 

{
  
 

  
 

𝐵𝐻 = 𝐵𝑀 − 4𝑀2χ𝑉𝛾
2

𝐵𝑀 = 𝐵0 +
1

3
{𝜀11 + 2𝜀12}𝑀

2

𝐵0 =
1

3
{𝐶11

0 + 2𝐶12
0 }

1

2
{𝐶11

𝐻 − 𝐶12
𝐻 } =

1

2
{𝐶11

𝑀 − 𝐶12
𝑀} = 𝐶´

𝐶44
𝐻 = 𝐶44

𝑀 = 𝐶44
0 + 𝜀44𝑀

2 = 𝐶44

. (4) 
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Таким образом, из систем (3) и (4) видно, что отличия имеются внутри пар 𝐶11
𝐻  и 𝐶11

𝑀 , 

𝐶12
𝐻  и 𝐶12

𝑀 , B
H
 и B

M
, а модули сдвига C′ и C44 при постоянных М и Н совпадают. Это следствие 

учета в вышеприведенных выражениях лишь чисто объемных самопроизвольных магнито-

упругих деформаций, которые велики и доминируют в инварах. Отметим здесь же, что рав-

новесными значениями упругих постоянных являются их значения при постоянном магнит-

ном поле Н. Значения этих постоянных при М = const можно измерить в экспериментах по 

рассеянию нейтронов [8, 9].  

Формулы для равновесных значений упругих констант 𝐶11
𝐻 , 𝐶12

𝐻 и 𝐵𝐻легко преобразу-

ются к следующему виду: 

{

𝐶11
𝐻 = 𝐶11

0 + 𝜀11𝑀
2 − 4𝑀2χ𝑉γ

2

𝐶12
𝐻 = 𝐶12

0 + 𝜀12𝑀
2 − 4𝑀2χ𝑉γ

2

𝐵𝐻 = 𝐵0 +
1

3
(ε11 + 2ε12)𝑀

2 − 4𝑀2χ𝑉γ
2

 (5) 

Вычисляя производные по давлению P от упругих констант в (5), получаем: 

{

𝜕𝐶11
𝐻

𝜕𝑃
=

𝜕𝐶11
𝑀

𝜕𝑃
− 8χ𝑉γ

2𝑀
𝜕𝑀

𝜕𝑃
− 4𝑀2γ2

𝜕χ𝑉

𝜕𝑃

𝜕𝐶11
𝑀

𝜕𝑃
=

𝜕𝐶11
0

𝜕𝑃
+ 2𝑀ε11

𝜕𝑀

𝜕𝑃

, (6) 

 {

𝜕𝐶´

𝜕𝑃
=

𝜕𝐶´0

𝜕𝑃
+𝑀(ε11 − ε12)

𝜕𝑀

𝜕𝑃

𝜕𝐶44

𝜕𝑃
=

𝜕𝐶44
0

𝜕𝑃
+ 2𝑀ε44

𝜕𝑀

𝜕𝑃

. (7) 

3. Результаты и обсуждение 

Обратимся теперь к имеющимся экспериментальным данным. Намагниченность ин-

варов, как известно, уменьшается с ростом давления, т. е. выполняется неравенство 

∂M/∂P < 0. В работах [8, 9] были определены численные значения постоянных магнитоупру-

гого взаимодействия. Для железо-платинового инвара Fe72Pt28 они оказались следующими:   

  = −1,3  10
4
;  11  −7  10

4
;  12 = 1,9  10

5
;  44  −10

5
;  (11 − 12)  − 2,6  10

5
. (8) 

Отметим, что все величины в (8) безразмерные. 

Так как упругие постоянные обычно увеличиваются с ростом давления, то будем счи-

тать, что производные всех «затравочных» (т. е. отмеченных верхним индексом «0») посто-

янных положительны, например, 𝜕𝐶11
0 𝜕𝑃 ≥ 0⁄  и т. д. С учетом знаков констант в (8) и отри-

цательности производной ∂M/∂P из системы (7) следует, что производные ∂C44/∂P и 

∂C′/∂P имеют положительный знак. Этот факт полностью соответствует экспериментальным 

данным (табл. 1 работы [4]).  

Из выражений (3)–(5) видно, что, в отличие от сдвиговых упругих констант C′ и C44, 

упругие постоянные C11, C12 и B содержат слагаемое 4𝑀2𝜒𝑉𝛾
2, которое в основном и опре-

деляет их температурную зависимость и зависимость от давления.  

Из экспериментальных данных авторов работ [4, 5] следует, что производные величин 

C11, C12 и B по давлению имеют отрицательный знак и бóльшую абсолютную величину, чем 

производные от C′ и C44. Как мы видим, такое различие в зависимостях модулей сдвига и 

объемного сжатия от температуры и давления в инварном сплаве Fe72Pt28 вполне согласуется 

с формулами (3)–(7).  
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Наши выводы можно также подтвердить численными расчетами с использованием 

формул, основанных на модели Гейзенберга с учетом магнитоупругого взаимодействия, 

предложенных в работах [8, 9, 11].  

Согласно исследованиям [8, 9, 12, 13], зависимость приведенной намагниченности m 

от температуры и давления определяется системой 

{
𝑚 =

𝑀(𝑇)

𝑀(0)
= 𝐵𝑠(𝑥)

𝑥 =
2μ𝑠𝐻+2𝑠2𝐽𝑚

𝑘𝑇

, (9) 

где Bs(x) – функция Бриллюэна для спина s; μ – магнетон Бора; k – постоянная Больцмана; J – 

обменный интеграл.  

Выражение для аргумента функции Бриллюэна х получается при учете зависимости 

обменного интеграла от объема в виде [8, 9, 13]  

𝐽 = 𝐽0 + γ´ω + ε´ω2/6. (10) 

Фигурирующие здесь постоянные МУВ γ′ и ε′ связаны с вводившимися ранее пара-

метрами γ и ε соотношениями: 

γ´ = −4μ2𝑛γ;  ε´ = −4μ2𝑛ε,  (11) 

где n – число атомов в единице объема; ε′ = ε′11 + 2 ε′12. 

Объемный модуль сжатия при постоянной намагниченности выражается формулой 

𝐵𝑚 = 𝐵0 −
1

3
𝑛𝑠2ε´𝑚2.  (12) 

Равновесные значения относительной объемной деформации , модуля сжатия B
m
, 

обменного интеграла J
0
 и аргумента x, как это следует из формул (9)–(12),  равны  

{

ω = (𝑛γ´𝑠2𝑚2 − 𝑃)(𝐵𝑚)−1

𝐵𝑚 = 𝐵0 − 𝑛𝑠2ε´𝑚2/3

𝐽0 = 3𝑘𝑇𝑐
0/2𝑠(𝑠 + 1)

, (13) 

𝑥 = {𝑚[3𝑠(𝑠 + 1)−1𝑘𝑇𝑐
0 + (2𝑛(γ´)2𝑠4𝑚2 − 2𝑠2γ´𝑃)(𝐵𝑚)−1] + 2μ𝑠𝐻} 𝑘𝑇⁄ . (14) 

Здесь 𝑇𝑐
0 – температура Кюри без учета МУВ (т. е. при γ′, ε′ = 0). 

Для дальнейших расчетов мы принимаем значения констант МУВ равными: 

 ´  3,6  10
−20

 Дж;   ´   −8,4  10
−19 

Дж,  (15) 

что в z = 12 раз больше значений, использованных при расчетах в работе [12], поскольку там 

обменный интеграл представлял взаимодействие между одиночными атомами в приближе-

нии ближайших z соседей, а у нас выделенный атом взаимодействует со всеми атомами об-

разца.  

Используя формулы (9) и (14) и учитывая [13], можно получить выражение для объ-

емного модуля сжатия B
H
 и магнитной восприимчивости при постоянном объеме χ: 

𝐵𝐻 = −(𝜕ω 𝜕𝑃⁄ )𝑇,𝐻
−1 = 𝐵𝑚 − 2𝑠2𝑚2 (γ´ +

ε´ω

3
)
2

𝑛χ/μ,  (16) 
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χ = (𝜕𝑚 𝜕𝐻⁄ )𝑉 = 2μ𝑠𝐵𝑠´(𝑥)𝑚/[𝑘𝑇𝑚 − (𝑘𝑇𝑥 − 2μ𝑠𝐻)𝐵𝑠´(𝑥)]. (17) 

Здесь 𝐵𝑠´(𝑥) – производная функции Бриллюэна.  

Магнитная восприимчивость ꭓ отличается от  𝜒𝑉 из формул (1)–(6) множителем M:   

χ𝑉 = 𝑀χ;  𝑀 = 2𝑠μ𝑛. 

Исходя из формул (9), (14), зависимость температуры Кюри от давления P можно 

представить в удобной для практических расчетов форме: 

𝑇𝑐 = 𝑇𝑐
0 −

4𝑃

3𝑘𝐵0
(γ´ +

ε´𝑃

3𝐵0
).  (18) 

На рис. 1 показан результат расчета температурной зависимости модуля сжатия B
H
 

для сплава Fe72Pt28, выполненного по формулам (9), (13)–(17). При этом были приняты сле-

дующие численные значения физических величин: γ′ и ε′ взяты из выражений (11),  

𝑇𝑐
0 = 380 K, B

0
 = 1,6 ∙ 10

11
 Па, n = 7,6 ∙ 10

28
 м

−3
, s = 1 [12]. На рисунке величина давления ука-

зана в широко используемых в таких измерениях гигапаскалях (1 ГПа = 10
9
 Па = 10 кбар). 

Как следует из результатов расчета, модуль сжатия имеет глубокий минимум  

в окрестности Tc, что подтверждается и экспериментальными данными, приведенными в ра-

ботах [8] и [12]. Качественное объяснение такой зависимости можно усмотреть из формулы 

для ω в системе (13), согласно которой относительное изменение объема в инварных сплавах 

состоит из двух частей, одна из которых (второе слагаемое в системе (13) и первое слагаемое 

в формуле (16)) описывает сопротивление изменению объема от внешних деформаций. Это в 

основном решеточный вклад, и он слабо зависит от температуры. Первое слагаемое в систе-

ме (13) есть спонтанная объемная магнитострикция, а ее вклад в модуль сжатия дает второе 

слагаемое в формуле (16). Это слагаемое пропорционально магнитной восприимчивости и 

максимально в точке Кюри. Оно имеет отрицательный знак, так как все его сомножители по-

ложительны. Достаточно большое абсолютное значение магнитного вклада в модуль сжатия 

для инваров обусловлено значительной величиной их спонтанной объемной магнитострик-

ции  10
−2

. 

Температура Кюри сплава Fe72Pt28 зависит от давления. Расчет по формуле (18) для  

P = 1 ГПа дает значение ТС = 357 К. На рис. 1 показана температурная зависимость модуля 

сжатия B
H
 при давлении 1 ГПа. Видно, что в интервале температур 150–350 К модуль сжатия 

уменьшается. Этот факт объясняет в инварном сплаве Fe72Pt28 аномальную зависимость (па-

радокс) сжимаемости (ее рост) при приложении давления.  

Таким образом, парадокс сжимаемости в инварных сплавах под давлением обуслов-

лен двумя факторами: существованием минимума модуля сжатия (максимума сжимаемости) 

в окрестности точки Кюри и смещением точки Кюри в область низких температур. Оба этих 

факта хорошо понятны с точки зрения феноменологической теории магнитоупругого взаи-

модействия [8, 9, 12].  

Отметим, что кроме качественного объяснения необычного поведения сжимаемости  

в инварах наши формулы дают и неплохое количественное совпадение с экспериментом.  
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Рис. 1. Расчет температурной зависимости модуля объемного сжатия инварного сплава 

Fe72Pt28 от приложенного давления 

На рис. 2 отображены результаты расчета температурной зависимости разности зна-

чений модуля объемного сжатия ∆B = B
H
(P) − B

H
(0). Эта разность имеет отрицательный знак, 

глубокий минимум в окрестности ТС и разрыв (скачок) в точке Кюри. Поделив эту разность 

на приращение аргумента Р = 1 ГПа, получаем температурную зависимость производной 

В
H
/Р, которую можно сравнить с экспериментальными данными, представленными в рабо-

тах [4, 5].  

 

 

Рис. 2. Температурная зависимость разности модулей объемного сжатия Fe72Pt28,  

рассчитанных при давлениях Р = 1 ГПа и Р = 0 

С использованием вышеприведенных формул можно также рассчитать производную  

∂C′/∂P. Как следует из системы (7),  

𝜕𝐶´

𝜕𝑃
=

𝜕𝐶´0

𝜕𝑃
+𝑀(ε11 − ε12)

𝜕𝑀

𝜕𝑃
,  (19) 

где M = 2sμnm, а (ε11 − ε12) = −2,6 ∙ 10
−2

 H/A
2
.  
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Вычисляя с использованием формул (9) и (14) температурную зависимость М при раз-

личных значениях давления, можно определить значения производной ∂C′/∂P. Она имеет по-

ложительный знак, так как ∂M/∂P < 0. (Следует помнить, что ∂C′
0
/∂P ≈ 0).  

На рис. 3 показаны экспериментально измеренные [4, 5] и рассчитанные по нашим 

формулам значения производных по давлению для модулей упругости сплава Fe72Pt28.  

 

 

Рис. 3. Производные по давлению от модуля сжатия ∂BH/∂P (кружки) и модуля сдвига ∂C′/∂P 

(треугольники) в зависимости от температуры: открытые символы – расчет по формулам 

(16), (17), (19); сплошные символы – эксперимент из [4, 5] 

Этот рисунок демонстрирует полное качественное и удовлетворительное количе-

ственное согласие результатов экспериментов и расчетов. Отметим, что приблизительно та-

кую же температурную зависимость, как C′, имеет и производная модуля сдвига C′44.  

Добавим, что температурная зависимость сжимаемости, аналогичная изображенной 

на рис. 1, предсказана нами и для сплава La (FexSi1-x) в работе [13]. Таким образом, и в этом 

сплаве должно наблюдаться аномальное поведение сжимаемости под давлением.  

4. Заключение 

Феноменологическая теория магнитоупругого взаимодействия в инварах и элинварах, 

предложенная в работах [8, 9], позволяет понять и объяснить не только температурную зави-

симость большого числа термодинамических характеристик инварных сплавов. Эта теория 

удовлетворительно объясняет и аномальную зависимость от давления и температуры сдви-

говых и объемных модулей упругости инваров. В отличие от качественного объяснения не-

обычного поведения сжимаемости под давлением для инварного сплава Fe72Pt28, данного  

в работах [5, 6, 7], в нашей работе представлены явные формулы для расчета модулей упру-

гости и показано удовлетворительное согласие расчетов с экспериментом. При этом требо-

вавшиеся для расчета (в силу феноменологического характера предложенной теории) вели-

чины констант магнитоупругого взаимодействия брались из независимых результатов экспе-

риментов [8, 9]. 

Полученные в данной работе результаты убедительно решают проблему парадокса 

сжимаемости, проявляющегося в инварных сплавах.      
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