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The paper presents an analytical and numerical study of a degenerate nonlinear heat equation 

containing a conformable fractional time derivative. It briefly reviews the use of fractional calculus 

in mathematical models of natural-science processes and phenomena, as well as methods for solving 

problems containing fractional derivatives. The theorem of the existence and uniqueness of the 

thermal wave analytical solution at a specified zero front is proved for the equation under study. 

The analytical solution is constructed in the form of a power series. An incremental algorithm 

for constructing a numerical solution with difference approximation in time is proposed. The itera-

tion approach based on the collocation method and approximation by radial basis functions is ap-

plied at each step. Test calculations are made in order to verify the numerical algorithm, where the nu-

merical solutions are compared with the truncated series representing the analytical solutions. 
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Работа посвящена аналитическому и численному исследованию вырождающегося не-

линейного уравнения теплопроводности, содержащего конформную дробную производную 

по времени. Приведен краткий обзор применения дробного исчисления в математических 

моделях естественнонаучных процессов и явлений, а также методов решения задач, содер-

жащих производные дробного порядка. Для рассматриваемого уравнения доказана теорема 

существования и единственности аналитического решения типа тепловой волны при задан-

ном нулевом фронте. Аналитическое решение строится в виде степенного ряда. Предложен 

пошаговый алгоритм построения численного решения с разностной аппроксимацией по вре-

мени. На каждом шаге применяется итерационный подход, основанный на методе коллока-

ций и аппроксимации радиальными базисными функциями. Для верификации численного 

алгоритма проведены тестовые расчеты, в которых численные решения сравнивались с от-

резками рядов, в виде которых представлены аналитические решения. 

Ключевые слова: параболическое уравнение, нелинейное уравнение теплопроводности, 

дробная производная, конформная производная, теорема существования и единственности, 

аналитическое решение, численное решение, метод коллокаций, радиальные базисные функ-

ции 

1. Введение 

Во многих областях науки исследователи сталкиваются с явлениями и процессами, ко-

торые плохо описываются общепринятыми моделями. Классические дифференциальные 

уравнения, обыкновенные и с частными производными, не могут в полной мере описать мно-

гие сложные физические системы и процессы, происходящие в неоднородных средах. В свя-

зи с этим в последнее время растет применение дробного исчисления – рассматриваются 

производные и интегралы произвольного, необязательно целого, порядка. Дробное исчисле-

ние является мощным инструментом для описания физических систем, имеющих длитель-

ную память и дальнее пространственное взаимодействие [1].  

Дифференциальные уравнения и системы с дробными частными производными при-

меняются для описания механических и динамических систем в физике, химии, материало-

ведении, биологии, экологии и других областях науки. Подобные новые модели происходя-

щих в природе процессов реализуются и тестируются на экспериментальных данных. В ра-

боте [2] рассматривается уравнение теплопроводности с абсорбцией в твердом теле со сфе-

рической полостью, содержащее дробную производную по времени, и исследуются свойства 
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его решений при различных порядках производной. В работе [3] уравнение диффузии с 

дробной производной по времени используется для моделирования диффузии хлорид-ионов 

в железобетон. В работе [4] движение газа в неоднородной почве и газовых резервуарах мо-

делируется дробным уравнением конвекции-диффузии. Статья [5] посвящена оценке приме-

нимости дробных производных для масштабирования химических реакций в многокомпо-

нентных системах. Дробные производные нашли свое применение не только в дифференци-

альных уравнениях. Так, в работе [6] они используются в определяющих уравнениях для 

описания зависящих от времени механических свойств материалов с разупрочнением. В ре-

зультате построенные кривые упрочнения с полным циклом более точно описывают экспе-

риментальные данные. Таким образом, использование дробного исчисления позволяет рас-

ширить возможности моделирования процессов и явлений, происходящих в природе. По-

дробно его применение в различных областях представлено в обзорной статье [7].  

Впервые понятие дробной производной ввел в конце XVII века Лейбниц. В XIX и XX 

веках многие ученые дали различные определения дробной производной. Наиболее распро-

страненными из них в настоящее время являются производная Римана – Лиувилля, 

 
 
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и производная Герасимова – Капуто 
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Здесь α ˃ 0 – константа, Γ(a) – гамма-функция, n – наименьшее натуральное число, превосхо-

дящее α. 

В 2014 году в пионерской работе [8] была введена конформная дробная производная. 

Для функции f(t), определенной на интервале [0,∞), она определяется следующим образом: 

 
   





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

 tfttf
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0
lim , 10  . (3) 

Можно показать, что справедливо равенство 

 
 

dt

tdf
ttfD   1 . (4) 

Простота вычисления, а также наличие некоторых свойств производной, отсутствую-

щих у (1) и (2) [9], обусловили широкое применение конформной дробной производной, в 

частности, в моделях тепло- и массопереноса [10, 11]. 

Поскольку дробное исчисление является эффективным современным аппаратом моде-

лирования, то актуальной проблемой является разработка методов решения входящих в мо-

дели дифференциальных уравнений, содержащих дробные производные. Одним из возмож-
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ных подходов здесь является трансфер результатов, ранее полученных для «классических» 

постановок.  

Ранее авторами настоящей статьи был разработан комплексный подход к решению не-

линейных вырождающихся параболических уравнений, описывающих теплопроводность 

[12–14], диффузию [15], конвекцию-диффузию [16], позволяющий эффективно находить и 

исследовать решения, имеющие тип тепловой (диффузионной) волны, которые описывают 

возмущения, распространяющиеся по покоящемуся (нулевому) фону с конечной скоростью 

[17, 18]. Подход включает в себя конструктивное доказательство теоремы существования и 

единственности аналитического решения, разработку алгоритма численного решения, 

нахождение точных решений, численный анализ решений. 

Данная статья является первым опытом исследования нелинейного уравнения тепло-

проводности, содержащего дробную производную, с использованием методов и подходов, 

предложенных нами ранее для «классических» постановок. Доказана теорема существования 

и единственности нетривиального решения с нулевым фронтом, являющегося основной ча-

стью тепловой волны. Предложен приближенный алгоритм, основный на разложении по ра-

диальным базисным функциям и методе коллокаций. Проведены тестовые расчеты для вери-

фикации численных решений. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим нелинейное эволюционное параболическое уравнение второго порядка  

с конформной дробной производной по времени 

   TfTTTD
xxt   , 

(5) 

где T – искомая функция (температура), t – время, x – пространственная переменная, 

tD  – 

конформная производная (3) по времени, σ ˃ 0 и 0 < α < 1 – константы, f(T) – заданная функ-

ция источника (стока), f(0) = 0.  

Заменой искомой функции u = T
σ
 с учетом равенства (4) уравнение (5) приводится к 

виду 

 uFuuuut xxxt 


 21 1
. (6) 

Здесь F(0) = 0. При u = 0 параболический вид уравнения (6), очевидно, вырождается. Для 

уравнения (6) рассмотрим граничное условие, задающее движение нулевого фронта:  

 
0

 tax
u .  (7) 

Здесь a(t) – достаточно гладкая функция, a(t0) = 0,  a′(t0) ˃ 0. 

Нахождение и исследование решений задачи (6), (7) является основной целью данной 

работы. 

3. Теорема существования 

Рассмотрим уравнение вида 

   uFuuuutb xxxt 


 21
, (8) 
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обобщающее выражение (6). Здесь b(t) – аналитическая в некоторой окрестности t = t0 функ-

ция. Под «аналитической» мы в данном случае понимаем функцию действительной пере-

менной, совпадающую со своим тейлоровским разложением в некоторой области. Очевидно, 

что функция b(t) = t
1−α

 обладает указанным свойством в некоторой окрестности точки t = t0 ˃ 

00  tt . 

Для уравнения (8) рассмотрим граничное условие (7).  

Теорема. Пусть F(u), a(t), b(t) – аналитические функции в окрестности u = 0 и t = t0 соот-

ветственно, a(t0) = 0, a′(t0) ˃ 0, b(t0) ˃ 0. Тогда задача (8), (7) имеет единственное нетриви-

альное аналитическое решение в некоторой окрестности точки t = t0, x = a(t0). 

Перед началом доказательства сделаем два замечания. Во-первых, задача (8), (7) име-

ет тривиальное решение u ≡ 0, существование и единственность ненулевого решения отнюдь 

не очевидны. Во-вторых, если b(t) = 1, то имеем известную теорему о существовании тепло-

вой (фильтрационной) волны с заданным фронтом [19]. 

Доказательство теоремы проводится в два этапа: сначала строится решение, имеющее 

вид характеристического ряда, а затем доказывается его сходимость. 

1. Построение решения. Вначале выполним замену независимых переменных  

tt  ,  taxr  . (9) 

Штрих у переменной t далее для удобства обозначений опускается. Задача (8), (7) после за-

мены (9) примет вид 

       uFuuuutatbutb rrrrt 


 21
, 0

0


r
u . (10) 

Решение задачи (10) построим в виде ряда  

   
  

 












11 !!

,
n

n

n

n

n

n
n

r
tu

n

tax
tuxtu , 

0





r

n

n

n
r

u
u . (11) 

Поскольку кривая x = a(t) в данном случае является для уравнения (8) характеристи-

кой, ряд (11) является характеристическим. Коэффициенты (11) определяются рекуррентным 

образом.  

Из (10) следует, что u0 ≡ 0. Положив в уравнении (10) r = 0, u = 0, получим, что 

     2

11 uutatb . Это уравнение имеет два корня, первый из которых, u1 ≡ 0, приводит  

к тривиальному решению рассматриваемой задачи, а второй, u1 = −σa′(t)b(t), – к нетривиаль-

ному. Пусть найдены коэффициенты (11) до un, n ˃1, включительно. Тогда для нахождения 

un+1 имеем следующее соотношение: 

     
  














 









 nn

n

k

knk

k

n

n

k

knk

k

nn FutbuuCuuC
tbtan

u
1

1

11

2

21

1

1

1
. (12) 

Здесь  
0


r

nn

n ruFF . Дифференцирование выполняется по формуле Фаа-ди-Бруно [20]. 

Отметим, что выражение (12) получается при последовательном дифференцировании урав-

нения (10) по переменной r. При этом, если u0, u1, …, un известны, то un+1 по формуле (12) 

определяется однозначно. Решение в виде ряда построено. 
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2. Сходимость ряда (11), (12) доказывается методом мажорант с использованием клас-

сической теоремы Коши – Ковалевской. Процедура построения мажорантной задачи являет-

ся достаточно сложной и здесь излагается схематически.  

Сначала сделаем замены независимой переменной и искомой функции по формулам  

x = r + a(t), u(t,r) = −rσa′(t) + r
2
V(t,r), в результате которой уравнение (10) примет вид 

    3

3

2

2

10

24112 grgrrggVrrVV rrr  , (13) 

где g0 = g0(t,r), g1 = g1(t,r,V,Vt), g2 = g2(t,r,V,Vt,Vr), g3 = g3(t,r,V,Vt,Vr,Vrr) – заданные функции 

своих аргументов, выражения для которых громоздки, их точный вид не имеет принципи-

ального значения, поэтому они не приводятся. Для совместности уравнения (13) потребуем 

выполнения условий  

 
 

 tV
tg

V
r 0

0

0 12

0,






, 

   

 
 tV

gg
V rrrr

rr 1
0100

0 213





 


. (14) 

Мажорантная для (13), (14) задача строится в виде 





















 32

1

2

0

21
rGG

r

G

r

G
Wrr

,    tWrtW
r 00

, 


,    tWrtW
rr 10

, 


, (15) 

где Vi << Wi, i = 0,1; gk << Gk, k = 0, …, 3, символ “<<” означает, что правая функция является 

для левой мажорантой. Существование и единственность аналитического решения задачи 

(15) доказывается с помощью теоремы Коши – Ковалевской. В свою очередь, из построения 

задачи (15) следует, что V(t,r) << W(t,r), т. е. ряд (11), (12) является сходящимся. Теорема до-

казана. 

Замечание. Доказанная теорема позволяет построить решение задачи (6), (7), име-

ющее вид тепловой (диффузионной, фильтрационной) волны, распространяющейся по поко-

ящемуся (нулевому) фону с конечной скоростью. Для этого необходимо при надлежащем 

выборе функции b(t) состыковать неотрицательную часть нетривиального решения (11), 

(12) и тривиальное решение u ≡ 0 на линии вырождения (7). 

4. Численное решение 

Для численного решения уравнений с дробными производными применяются как ме-

тоды, которые являются развитием аналогов, применяемых для уравнений с классическими 

производными, так и специальные новые подходы. В обзорной статье [21] отмечается, что 

численных алгоритмов для решения уравнений с дробными частными производными разра-

ботано заметно меньше, чем, например, для обыкновенных дифференциальных уравнений с 

дробными производными. Довольно широко применяются адаптированные методы конеч-

ных разностей [22–25] и конечных элементов [26–28], метод степенных рядов [29], спек-

тральные методы [30–32], а также современные подходы с использованием нейронных сетей 

[33, 34]. Отдельно отметим бессеточные методы, такие как метод коллокаций [35], основан-

ные на аппроксимации методом скользящих наименьших квадратов [36] и радиальными ба-

зисными функциями (РБФ) [37, 38]. 

Для построения численного решения задачи (6), (7) на заданном промежутке времени 

 *

0,ttt  используем подход, аналогичный примененному в [12, 13, 15], который основан на 

методе коллокаций [39] и РБФ [40, 41]. В произвольный момент времени t представим урав-

нение (6) в виде уравнения Пуассона  
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 xtxx uuuGu ,, ,  (16) 

где  

   










  uFuut

u
uuuG xtxt

21 11
,, . (17) 

Можно показать, что из условия (7) следует краевое условие на производную вдоль нулевого 

фронта x = a(t): 

 
 tatu

taxx
 



1 . (18) 

С учетом выражения (18) решение задачи (6), (7) будем строить по шагам по времени. 

На каждом шаге tk = t0 + kh, где h – величина шага, будем решать уравнение (16) на отрезке 

 Lx ,0 , где  L = a(tk), с граничными условиями 

0
Lx

u , (19) 

 kkLxx tatu  



1 . 
(20) 

Для решения задачи (16), (19), (20) применим классический метод частных решений,  

а именно, представим решение в виде 

     xwxvxtu k , , (21) 

где v(x) – частное решение уравнения (16) в момент tk, w(x) – решение соответствующей кра-

евой задачи для однородного уравнения: 

,0w  (22) 

 Lvw
Lx




, (23) 

   Lvtatw kkLx
 



1 . (24) 

Решение будем строить итерационно, в соответствии со следующей процедурой, в ко-

торой un, vn и wn – n-е итерации решений. 

I. Задаем нулевое начальное приближение частного решения: 

00 v . (25) 

II. На n-й итерации, n ≥ 0, при известном vn, находим решение задачи (22)–(24): 

       LvLxLvtatw nnkkn  1 . (26) 

III. Получаем n-ю итерацию решения задачи (16), (19), (20): 

nnn wvu  . (27) 

IV. Находим следующую итерацию частного решения, удовлетворяющую уравнению 

 ntnnn uuuGv 
 ,, ,1 . (28) 
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Решение уравнения (28) будем строить методом коллокаций, используя разложения 

правой части по некоторой системе РБФ: 

      


 
K

k

kk

nntnn xuuuG
1

1, ,, . (29) 

Здесь      k

kk xxx   – РБФ, x1, …, xK – точки коллокации, расположенные на отрезке 

[0,L]. Каждой φ
(k)

(x) соответствует такая функция ψ
(k)

(x), что d
2
ψ

(k)
/dx

2
 = φ

(k)
. Производная по 

времени в левой части выражения (29) вычисляется методом конечных разностей. 

Коэффициенты  k

n 1  определяются из решения системы линейных алгебраических 

уравнений 

      





K

k

i

kk

nxxntnn xuuuG
i

1

1, ,, , Ki ,...,1 . (30) 

При найденных коэффициентах получаем (n + 1)-ю итерацию частного решения: 

    


 
K

k

kk

nn xv
1

11 . (31) 

При достаточной близости двух последовательных итераций un+1 и un итерационный процесс 

останавливается. Тогда в качестве решения задачи (6), (7) при t = tk принимается непрерывно 

дифференцируемая по x функция  

     xwxvxtu nnk 11,   . (32) 

5. Пример 

Для верификации представленного выше численного алгоритма были проведены рас-

четы при следующих параметрах задачи (6), (7): σ = 3, F(u) = u, a(t) = e
c(t − t0) − 1, c = 0,5, t0 = 1. 

Численные решения сравнивались с отрезками ряда (11), (12):  

   
  







N

n

n

n
n

tax
tuxtu

1 !
, . (33) 

Подстановкой решений вида (33) в уравнение (6) показано, что невязка уравнения при 

N = 20 имеет один порядок с принятой точностью вычислений с плавающей точкой, по край-

ней мере при  2,1t . Это говорит о том, что в рассмотренных случаях ряд (11), (12) обладает 

машинной сходимостью [19] в рассмотренном временном диапазоне, и выражения (33) могут 

быть приняты в качестве тестовых для найденных численных решений. На рисунке показано 

сравнение численных решений с шагом по времени h = 0,05 и отрезков рядов при различных 

значениях α в дробной производной, которое показало близость результатов, что демонстри-

рует высокую точность численного алгоритма. При α = 0,7 дополнительно приведено чис-

ленное решение при h = 0,1, чтобы показать сходимость алгоритма относительно шага по 

времени. 
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Рисунок – Сравнение численных и аналитических решений: 1 – α = 1, численное; 2 – α = 1, 

аналитическое; 3 – α = 0,9, численное; 4 – α = 0,9, аналитическое; 5 – α = 0,8, численное;  

6 – α = 0,8, аналитическое; 7 – α = 0,7, численное, h = 0,1; 8 – α = 0,7, численное, h = 0,05;  

9 – α = 0,7, аналитическое 

По результатам расчетов можно сделать вывод об эффективности предложенного чис-

ленного алгоритма. 

6. Заключение 

В статье проведено аналитическое и численное исследование нелинейного уравнения 

теплопроводности с конформной дробной производной по времени. Рассмотрена краевая за-

дача с заданным нулевым фронтом, для которой доказана теорема существования и един-

ственности аналитического решения. Доказательство является конструктивным, аналитиче-

ское решение строится в виде степенного ряда с рекуррентно определяемыми коэффициен-

тами, что, в свою очередь, позволяет использовать полученное решение при построении теп-

ловой волны. Предложен алгоритм численного построения решения искомого вида с исполь-

зованием метода коллокаций, радиальных базисных функций и разностной аппроксимации 

по времени. Для верификации численного алгоритма рассмотрен тестовый пример. Результа-

ты расчетов при различных порядках дробной производной сравнивались с отрезками ряда в 

области машинной сходимости последнего. Вычисления показали высокую точность чис-

ленных решений, а также сходимость алгоритма относительно шага по времени.  

Основным результатом работы является успешное применение комплексной методи-

ки исследования вырождающихся краевых задач математической физики, разрабатываемой 

авторами, для принципиально новой постановки, предполагающей наличие в уравнении про-

изводной дробного порядка. Это формирует базу для дальнейшего развития указанного под-

хода и дает основания рассчитывать на его успешное применение для решения более слож-

ных задач, имеющих содержательные приложения. 
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