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An analytical method is developed to determine the moment of destruction of thin coatings 

on pipes and spherical vessels. The coating material works at the stage of elasticity; it has the prop-

erty of strain softening, that is, destruction with increasing deformation occurs in the process  

of stress drop. The properties of the coating material are described by convex-concave potentials 

both under uniaxial tension and in a plane stress state. To determine the moment of destruction, 

methods of the mathematical theory of catastrophes are applied, which allow one to find all the 

equilibrium positions of systems and the point of loss of stability of the deformation process. 

Keywords: thin coating, pipe, spherical vessel, curves of equilibrium states, loss of stability,  

destruction, Lamé problem. 
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Разработан аналитический метод определения момента разрушения тонких покрытий 

труб и сферических сосудов, материал которых работает на стадии упругости. Материал по-

крытий обладает свойством деформационного разупрочнения, то есть разрушение при воз-

растающей деформации происходит в процессе падения напряжений. Свойства материала 

покрытия описываются выпукло-вогнутыми потенциалами как при одноосном растяжении, 

так и при плоском напряженном состоянии. Для определения момента разрушения исполь-

зуются методы математической теории катастроф, которые позволяют найти все положения 

равновесия систем и точку потери устойчивости процесса деформирования. 

Ключевые слова: тонкое покрытия, труба, сферический сосуд, кривые равновесных состоя-

ний, потеря устойчивости, разрушение, задача Ляме. 

1. Введение 

Цилиндрические и сферические элементы конструкций часто используются в технике. 

Это резервуары различного назначения, трубопроводы, котлы, корпуса двигателей. Разра-

ботка методов расчета составных цилиндров на прочность становится актуальной и с появ-

лением новых современных материалов [1]. При этом ставятся задачи прогнозирования раз-

рушения материалов и гарантирование работы ответственных конструкций [2–4]. 

Для повышения работоспособности и жизнедеятельности таких элементов кон-

струкций часто используют защитные покрытия, которые ограждают их от вредного влия-

ния агрессивных сред и от воздействия на окружающую среду, когда трубы и сферические 

сосуды выполнены из токсичных материалов. В процессе возрастания внутреннего давле-

ния защитные покрытия могут разрушиться и перестать выполнять свои функции. Следо-

вательно, задача о прогнозировании их разрушения является актуальной. В данной работе 

предложена методика расчета момента разрушения покрытий. Она основана на примене-

нии методов математической теории катастроф при том условии, что свойства материалов 

покрытий описываются выпукло-вогнутыми потенциалами, отражающими их упрочнение 

и разупрочнение, а также возможность разрушения. 
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2. Механические системы 

Будем рассматривать две механические системы. Первая – это толстостенная 

длинная труба с внутренним радиусом, равным а, и внешним, равным b, имеющая тон-

кое покрытие толщиной t. Вторая – толстостенная сфера (внутренний радиус а, внеш-

ний – b), которая также покрыта тонкой оболочкой (толщина t). Толстостенные элемен-

ты всегда находятся в состоянии упругости. Свойства упругого материала определяют 

модуль Юнга Е и коэффициент Пуассона ν. Покрытия изготовлены из материала, кото-

рый перед разрушением проходит стадию разупрочнения. В упругости материал покры-

тий имеет модуль Юнга Н и коэффициент Пуассона μ. Труба и сфера находятся под 

действием квазистатически возрастающего внутреннего давления интенсивностью р 

(мягкое нагружение). Либо точкам внутренних границ задается квазистатически возрас-

тающее радиальное перемещение w (жесткое нагружение). При нагружении точки 

внешних границ трубы и сферы из-за наличия покрытий получают некоторые, заранее 

неизвестные, радиальные перемещения υ. Нагружения происходят при постоянной тем-

пературе. Для каждой механической системы требуется найти значение параметров w 

или р, при достижении которых покрытия разрушаются. 

3. Свойство покрытий 

Определим свойства материала покрытий на всех стадиях деформирования, включая и 

стадию разупрочнения. При пропорциональном нагружении для расчета напряженно-

деформированного состояния, как правило, используется теория малых упруго-пластических 

деформаций [5]. Однако ее первое положение о постоянстве объемного модуля на стадии 

разупрочнения не выполняется в силу наличия объемного разрушения материала. Вместо 

второго положения о пропорциональности девиаторов тензоров напряжений и деформаций 

будем сохранять пропорциональность полных тензоров напряжений и деформаций с некото-

рым переменным матричным коэффициентом, зависящим от деформаций. Это означает, что 

в области неупругости линии уровня функции потенциальной энергии подобны линиям 

уровня в области упругости. В случае плоско-напряженного состояния имеем [6, 7]: 
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Для определения параметра ψ воспользуемся полной диаграммой с падающей ветвью 

на стадии разупрочнения при чистом сдвиге [8]. Пусть  250 G . Здесь τ – касатель-
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Энергия упругой деформации в общем случае плоско-напряженного состояния 
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Здесь ε
1
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2
 – компоненты плоской деформации в прямоугольной декартовой системе 
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4. Разрушение покрытия трубы (жесткое нагружение) 

Для определения момента разрушения покрытия в системе (упругая труба – покры-

тие) при постепенном возрастании параметра w будем использовать аппарат математической 

теории катастроф [9, 10]. Его применение основано на построении лагранжиана системы, ко-

торый в силу равенства нулю кинетической энергии представляет сумму потенциальных 

энергий деформаций элементов системы. Очевидно, что он зависит от параметра управления 

w (задаваемая величина) и состояния υ (обобщенная координата). 

Энергию деформаций трубы найдем, вычисляя напряжения и деформации из решения 

осесимметричной задачи Ляме [11] с граничными условиями ,wu
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Здесь εr, εθ, σr, σθ – соответственно радиальные и тангециальные деформации и напря-

жения. 

Энергия элемента материала равна: 
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(L – длина трубы). 
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Отсюда энергия покрытия:  
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(2πbtL – объем покрытия). 

Итак, лагранжиан системы есть сумма W = W1 + W2, которая есть функция от неиз-

вестного параметра состояния υ. Теперь, используя уравнение Лагранжа второго рода [12], 

получаем уравнение равновесия системы: 
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Решая уравнение (4), находим зависимость w от υ, т. е. функцию w = f(υ). 

После разрушения покрытия внешняя поверхность трубы уже свободна от действия 

внешних сил. Решим задачу Ляме с граничными условиями ,wu
ar



 .0

brr  В результате 

находим связь между w и υ: 

,kw         .211
122 

 ababk   (5) 

Решая уравнение f(υ) = kυ, находим значение υ = υ*, которое определяет точку пе-

ресечения кривой f(υ) и прямой (5). Эта точка А с координатами (υ*, w* = f(υ*)) (рис. 1). 

Очевидно, что уже при υ > υ* положения равновесия системы определяются точками 

прямой (5) (рис. 1, прямая 2). Следовательно, при υ>υ* покрытие разрушается. Отметим 

также, что на отрезке 0 ≤ υ ≤ υ* имеем ,0
d

dw
 т. е. имеет место монотонное возрастание 

функции w = f(υ). Таким образом, деформирование идет равновесно вплоть до момента 

разрушения покрытия. 

В качестве примера произведем вычисления при значениях t = 1 мм, a = 3 мм,  

b = 10 мм, E = 0,16·10
5 

МПа, ν = 0,3(свинец), Н = 2·10
5 

МПа, μ = 0,3 (сталь). В резуль-

тате получаем кривую w = f(υ) (рис. 1, кривая 1) и прямую w = kυ (рис. 1, прямая 2). 

Точка их пересечения имеет координаты (υ* = 0,237 мм, w* = 0,598 мм). Так как кривая 

1 на участке 0 ≤ υ ≤ 0,23 мм монотонно возрастает, то процесс деградации механических 

свойств покрытия происходит равновесно вплоть до разрушения в точке А (рис. 1). 
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Рис. 1. Качественный вид кривой равновесных состояний  

(линия 1, переходящая в линию 2 после разрушения) при жестком нагружении системы  

5. Разрушение покрытия трубы (мягкое нагружение) 

Построим лагранжиан данной системы. Сначала найдем решение задачи Ляме с гра-

ничными условиями ,
br

u  p
arr 


  (p – внутреннее давление). Получаем: 
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В лагранжиан входит энергия покрытия, которая задана формулой (3), а также работа 

внешней силы, взятая со знаком минус [12], т. е. 

.22 ar
uaLpП


 

 

Из решения задачи Ляме имеем: 
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Итак лагранжиан системы равен П = П1+W2+П2. Тогда уравнение равновесия: 
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(6) 

Из уравнения (6) получаем зависимость p от υ (функцию p = φ(υ)). 

Теперь решаем задачу Ляме для трубы без покрытия с граничными условиями 

,p
arr 


  .0

brr  В результате получаем зависимость 

,hp      .2
1222 

 baabEh  

Решение υ = υ* уравнения φ(υ) = hυ определяет точку с координатами (υ*, p* = φ(υ*)) – 

точку пересечения кривой φ(υ) и прямой hυ, после достижения которой уже точки прямой 

отвечают равновесным состояниям системы, т. е. трубы с разрушенным покрытием. В отли-

чие от предыдущего случая в отрезке 0 ≤ υ ≤ υ* кривая равновесных состояний системы  

p = φ(υ) имеет максимум при некотором значении υ ≤ υ' ≤ υ* .0









d

dp
 Поэтому при по-

степенном возрастании параметра p при p ≥ p* система имеет уже несколько возможных по-

ложений равновесия. Однако согласно принципу промедления [9], система сначала проходит 

положения равновесия, отвечающие точкам восходящей ветви функции p = φ(υ). После до-

стижения значения p' = φ(υ') равновесие становится неустойчивым и малейшее возрастание 

параметра p приводит к скачкообразному переходу в новое устойчивое равновесие, которое 

отвечает некоторой точке прямой hυ. Таким образом, имеет место скачкообразное (катастро-

фическое) разрушение покрытия. 

Произведем вычисления при тех же значениях, что и в предыдущем пункте. Получаем 

кривую p = φ(υ) (рис. 2, кривая 1) и прямую p = hυ (рис. 2, прямая 2). Точка их пересечения 

имеет координаты (υ* = 0,119 мм, p* = 950 МПа). Максимальное значение p = p' = 980 МПа 

(υ' = 0,105 мм). При увеличении p > p' система скачком переходит в новое устойчивое равно-

весие, отвечающее точке С прямой p = hυ. Следовательно, реализуется катастрофическое 

разрушение покрытия. 
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Рис. 2. Качественный вид кривой равновесных состояний  

(линия 1, переходящая в линию 2 после разрушения) при мягком нагружении системы 

6. Разрушение покрытия сферического сосуда (жесткое нагружение) 

Построим лагранжиан системы при задании точкам внутренней поверхности переме-

щения w. Он состоит из суммы энергий толстостенной сферы и покрытия. Сначала решим 

задачу Ляме для толстостенной сферы (центрально симметричная задача) [11] при гранич-

ных условиях ,wu
ar



 

br
u  (u – радиальное перемещение). 
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Здесь εr, εθ, εφ – радиальные и тангенциальные деформации; σr, σθ, σφ – радиальные  

и тангенциальные напряжения в толстостенной сфере. 
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В сферической оболочке (покрытии) имеют место только деформации εθ = εφ = 
b


 = ε 

(равномерное двухосное растяжение). Тогда из формулы (2) находим: .
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 (это следует из формулы (1)). Энергия элемента 
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Общая энергия покрытия 
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(4πb
2
t – объем покрытия). 

Таким образом, энергия всей системы U = Ws + Vs. Здесь w – параметр управления 

(задаваемая величина); υ – параметр состояния (определяемая величина). Тогда имеем урав-

нение равновесия: 
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Из уравнения (8) получаем связь между w и υ в состоянии равновесия, т. е. функцию  

w = ψ(υ). 

Теперь определим связь между w и υ при отсутствии покрытия. Для этого решим за-

дачу Ляме для сферы с условиями на границе ,wu
ar



 .0

brr  В результате получаем за-

висимость  

w = qυ,         .132121
1233 

  baabq  (9) 

Решение υ = υ* уравнения ψ(υ) = qυ определяет (υ*, w* = ψ(υ*)) – точку пересечения 

кривой ψ(υ) и прямой (9). Так как 0
d

dw
 на отрезке 0 ≤ υ ≤ υ*, то разрушение покрытия про-

исходит после достижения параметром w значения w*. До этого момента деформирование 

системы происходит равновесно. Численный расчет при тех же механических характеристи-

ках материалов на стадии упругости, что и в предыдущих случаях, а также, считая t = 1 мм, 

 a = 3 мм, b = 10 мм, получаем υ* = 0,05 мм, w* = 0,34 мм. Кривая равновесных состояний 

системы подобна кривой, изображенной на рис. 1. 

7. Разрушение покрытия сферического сосуда (мягкое нагружение) 

Снова строим лагранжиан системы, состоящий теперь из суммы энергий сферы, по-

крытия и работы, реализующих внутреннее давление внешних сил, взятой со знаком минус. 
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Энергию деформаций сферы определяем, используя решение задачи Ляме для цен-

трально симметричного деформирования толстостенной сферы при граничных условиях 
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Энергия внешних сил, взятая со знаком минус: 
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Таким образом полная энергия системы QVWU s
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имеет вид: 

        

.0
1

1150
1

1

2
4

112121
8 23

3233

2

2









































b

H
t

M

ba
pKbaNbab

M

E

d

dU p

 (10) 

Из уравнения (10) находим связь между параметрами p и υ в состоянии равновесия,  

т. е. функцию p = β(υ). 
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Далее определяем связь между p и υ при отсутствии покрытия. Для этого решаем за-

дачу Ляме для сферы с граничными условиями ,p
arr 




 
.0

brr  В результате получаем 

зависимость: 

,mp        .132
1333 

 baabEm   (11) 

Решение υ = υ* уравнения β(υ) = mυ определяет (υ*, p* = β(υ*)) – точку пересечения 

кривой β(υ) и прямой (11). После этой точки исходящая из нее прямая (11) отвечает уже рав-

новесным состояниям сферы с разрушенным покрытием. На участке 0 ≤ υ ≤ υ* кривая равно-

весных состояний системы p = β(υ) имеет максимум при некотором значении υ = υ' < υ*.  

Поэтому при постепенном возрастании параметра p при p > p* система имеет уже несколько 

положений равновесия. Согласно принципу промедления [9] система сначала проходит по-

ложения равновесия, отвечающие точкам восходящей ветви функции p = β(υ). При достиже-

нии значения p = p' = β(υ') происходит скачкообразный переход в новое устойчивое положе-

ние равновесия, которое отвечает некоторой точке прямой mυ. В результате реализуется ди-

намическое разрушение покрытия. 

Численный расчет для приведенных выше данных дает координаты точки пересече-

ния кривой p = β(υ) и прямой (11) υ* = 0,049 мм; p* = 270 МПа. Максимальное значение 

внутреннего давления, при котором реализуется скачкообразное разрушение покрытия, рав-

но p' = 283 МПа (υ' = 0,04 мм). Качественный вид кривой равновесных состояний подобен 

кривой, изображенной на рис. 2. 

8. Заключение 

Сформулирована задача о разрушении защитных покрытий труб и сферических сосу-

дов. Покрытия выполнены из разупрочняющихся материалов. На основе использования ме-

тодов математической теории катастроф произведен расчет предельных параметров нагру-

жения, при которых происходит разрушение покрытий. 
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