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In this paper, we study exact solutions of shear flows for a viscous incompressible fluid.  

The proposed solutions for the velocity components are linear functions of the longitudinal coordi-

nates. Such solutions belong to the class of Lin–Sidorov–Aristov solutions for isobaric and isother-

mal processes. The obtained exact solution of the Navier–Stokes equation describes a new mecha-

nism of momentum transfer in a medium and the flow of a vertically whirling fluid. A vertical twist 

in a fluid arises due to the allowance for inertial forces and a nonuniform distribution of velocities 

at the free boundary of the fluid layer. This solution allows us to describe the counterflow of in-

compressible fluid in a thin layer. The condition of perfect slip on the lower solid surface of the flu-

id layer is considered for the obtained exact general solution. The existence of points at which the 

velocity field vanishes inside the fluid layer is shown. It determines the existence of stagnant points 

and counterflows in the fluid. 
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В работе исследуются точные решения сдвиговых течений вязкой несжимаемой жидко-

сти. Предложенные решения для компонент скоростей представляют собой линейные функции 

продольных координат. Такие решения относятся к классу решений Линя–Сидорова–Аристова 

для изобарических и изотермических процессов. Полученное точное решение уравнения  

Навье–Стокса описывает новый механизм переноса импульса в сплошной среде – течение 

вертикально завихренной жидкости без учета вращения. Вертикальная закрутка в жидкости 

возникает из-за учета сил инерции и неоднородного распределения скоростей на свободной 

границе слоя жидкости. Это решение позволяет описывать противотечения несжимаемой 

жидкости в тонком слое. Для полученного точного общего решения было рассмотрено усло-

вие идеального скольжения на нижней твердой поверхности слоя жидкости. Показано суще-

ствование точек, в которых поле скоростей обращается в нуль внутри слоя жидкости, что 

определяет существование застойных точек и противотечений в жидкости. 

Ключевые слова: точное решение, вертикальное завихрение, противотечение, застойная 

точка, идеальное скольжение. 

1. Введение 

Одним из важнейших уравнений в гидродинамике, применяющихся при математиче-

ском моделировании многих природных явлений и технических задач, являются уравнения 

Навье‒Стокса. Нахождение точного общего решения уравнения Навье‒Стокса для различ-

ных потоков осложняется тем, что оно нелинейное и сильно зависит от начальных и гранич-

ных условий. Проблема описания механизма переноса импульса в жидкости остается нере-

шенной в общем случае. Известно несколько методик нахождения точных решений, таких 

как групповой анализ [1, 2] и классы точных решений [3–7]. Под классом решений подразу-

мевается специальная структура гидродинамических полей, определяющаяся непосред-

ственно уравнениями Навье–Стокса. 

Важную роль при исследовании изотермических течений вязких несжимаемых жид-

костей сыграл класс точных решений, характеризующийся линейной зависимостью скоро-

стей от продольных координат, описывающих поток. Этот класс решений впервые был опи-

сан Линем применительно к решению задач магнитной гидродинамики [8]. В дальнейшем 

этот класс решений был применен для решений задач естественной конвекции, теории бегу-

щих волн, вихревых течений адвективного и конвективного характера и др. [9‒15] Многие 

известные решения уравнения Навье–Стокса относятся именно к этому классу. Интерес  
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к использованию этой методики нахождения точных решений уравнения Навье–Стокса про-

должает расти и в настоящее время [16‒22]. 

Благодаря этому классу можно построить точные решения уравнений Навье–Стокса 

[4, 5, 23–27], которые описывают появление вихрей в жидкости и образование противотече-

ний в изотермических потоках. Анализ точных решений позволяет определять расслоение 

гидродинамических полей в рассматриваемом слое жидкости, в частности условия суще-

ствования противотечений и усиление скоростей в горизонтальном направлении. 

При выборе граничных условий на твердой поверхности течения жидкости в предло-

женной работе была рассмотрена модель идеального скольжения. Такой выбор обусловлен 

тем, что в последнее время в области механики жидкости и газа возникают вопросы о воз-

можном большом эффективном скольжении жидкости по поверхностям, называемым супер-

гидрофобными. На таких поверхностях предполагается значительное снижение сопротивле-

ния течения. Такие возможности делают супергидрофобные поверхности крайне перспек-

тивными для использования в микрофлюидике [28–32] ‒ области науки, затрагивающей раз-

личные разделы химического синтеза и биологического анализа и основанной на управляе-

мом течении жидкости в очень тонких каналах. 

В настоящей работе предложено точное решение краевой задачи изотермического 

вихревого сдвигового течения вязкой несжимаемой жидкости в горизонтальном слое с про-

ницаемыми границами и заданием условия идеального скольжения на твердой поверхности. 

2. Постановка задачи 

Для описания рассматриваемого процесса записываем уравнение Навье–Стокса  

для установившегося движения вязкой жидкости и уравнение несжимаемости. Уравнения 

спроецированы на оси прямоугольной декартовой системы координат. Стационарная систе-

ма нелинейных уравнений в частных производных имеет следующий вид [33]: 

2 2 2

2 2 2

x x x x x x
x y z

V V V P V V V
V V V

x y z x x y z

       
        

       
; 

2 2 2

2 2 2

y y y y y y

x y z

V V V V V VP
V V V

x y z y x y z

      
                

; 

2 2 2

2 2 2

z z z z z z
x y z

V V V P V V V
V V V

x y z z x y z

       
        

       
; 

0
yx z

VV V

x y z

 
  

  
. 

(

(1) 

Здесь в xV , yV , zV – компоненты вектора скорости; P  – отклонение давления от  

гидростатического, отнесенное к постоянной средней плотности  ;   ‒ кинематическая (мо-

лекулярная или турбулентная) вязкость [34]. Точное решение системы (1) будем искать в ви-

де [4, 5, 23, 24]: 

   xV U z yu z  ; 

 yV V z ; 

 zV w z ; 

(

(2) 
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 0P P z . 

Подставляем класс точных решений (2) в нелинейную систему (1). Система уравнений при-

обретает следующий вид: 

2 2

2 2

U u U u
Vu w y y

z z z z

     
      

      
; 

2

2

V V
w

z z

 
 

 
;
 

2

0

2

w P w
w

z z z

  
   

  
;
 

0
w

z





. 

(

(3) 

Из полученных выражений следует, что при таком выборе вида решений (2) вертикальная 

компонента скорости и давление являются постоянными функциями, заданными, например, 

на границе слоя жидкости. Можно принять давление равным атмосферному, заданному на 

верхней свободной поверхности. Таким образом, в системе (3) автоматически удовлетворя-

ются последние два уравнения, определяемые граничными условиями. Решаем далее только 

первые два уравнения системы (3). Проведя преобразования в полученной системе (3), полу-

чаем выражения вида: 

0k kA B y  . 

Здесь 1,4k   – номер уравнения. Уравнения при 1k  , 2k   и 3k  –  уравнения распростра-

нения импульсов, спроецированные на осях Ox , Oy , Oz  соответственно; при 4k   – уравне-

ние несжимаемости. Получаем коэффициенты следующего вида: 

1A U wU Vu     ; 

1B u wu    ; 

2A V wV    . 

Приравниваем нулю коэффициент 1B  при переменной y  и свободные члены 1A , 2A   

в полиномиальных выражениях (3). Обозначаем частные производные в уравнениях системы 

(3) штрихом, так как все искомые функции зависят только от переменной z . Получаем сле-

дующую систему, состоящую из трех нелинейных уравнений, для определения трех неиз-

вестных функций: 

0U wU Vu     ; 

0u wu    ; 

0V wV    . 

(

(4) 
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3. Общее решение системы уравнений 

Приводим систему полученных уравнений (4) к безразмерному виду. Для этого 

выбираем следующие масштабные переменные: горизонтальные координаты x  и y  

характеризуются масштабом l , а вертикальная координата z – толщиной слоя жидкости h . 

Масштаб горизонтальных скоростей xV  и 
yV  обозначим  U . Условие введения двух 

масштабных переменных длины существенно расширяет классические методы приведения к 

безразмерным переменным. 

Далее безразмерные переменные x , y  и z  обозначаем теми же буквами. После при-

ведения системы (4) к безразмерному виду уравнения принимают следующий вид: 

2Re Re 0w UU U Vu     ; (5) 

Re 0wu u   ; (6) 

Re 0wV V   . (7) 

Здесь 
 

ReU

U l



, Rew

wh



 – числа Рейнольдса, нижний индекс у которых обозначает, от-

носительно какой скорости введен безразмерный комплекс; 
h

l
   отношение вертикального 

и горизонтального характерных размеров. 

Заметим, что система уравнений (5)–(7) является слабосвязанной, поскольку скорость 

U  вычисляется из уравнения (5) после интегрирования изолированных уравнений (6) и (7) 

для определения функции u  и V  соответственно. 

Общее решение системы уравнений (5)–(7), записанное в порядке интегрирования, 

имеет вид: 

 
1 2

exp Re

Re

w

w

z
u C C  ; 

 
3 4

exp Re

Re

w

w

z
V C C  ; 

 
2 2

1 3 2 44

Re Re
exp 2Re

2Re Re

U U
w

w w

U C C z C C z
 

    

 
  

 2

2 3 1 4 5 63

exp Re exp Re
Re Re 1

Re Re

w w

U w

w w

z z
z C C C C C C      . 

(8) 

4. Краевая задача с условием идеального скольжения на нижней границе слоя жидкости 

Рассмотрим частный случай краевой задачи для полученного общего решения (8) си-

стемы уравнений (5)–(7) с условием идеального скольжения на нижней твердой границе слоя 

жидкости. Краевая задача описывает течение вязкой несжимаемой жидкости в бесконечно 

протяженном горизонтальном слое толщиной h  в размерных переменных. 
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При выполнении условия идеального скольжения на нижней границе компоненты 

скорости удовлетворяют следующим тождествам [33, 35]: 

0

0x

z

V

z 





; 

0

0
y

z

V

z






. 

(9) 

На верхней границе задаем компоненты скоростей следующим образом [4]: 

 
Ta

1 cos
2Re

x

U

V y  ; 

 1 sinyV   . 

(10) 

Здесь   – произвольный угол; 
2Ta = 2 l   ‒ модифицированное число Тейлора [36];   ‒ 

вертикальная компонента завихренности. Подставляем вид решений (2) в граничные условия 

(9) и (10). Таким образом, граничные условия на нижней границе, задаваемой уравнением 

плоскости 0z  , имеют вид: 

0

0
z

U

z 





; 

0

0
z

u

z 





; 

0

0
z

V

z 





. 

(11) 

На верхней границе 1z   выполняются следующие условия, характеризующие параболиче-

ский ветер [37] на свободной поверхности слоя жидкости: 

 1 cosU   ; 

 
Ta

1
2ReU

u  ; 

 1 sinV   . 

(12) 

Значения постоянных интегрирования вычисляются при подстановке краевых усло-

вий (11), (12) в общее решение (8): 

1 0C  ; 
2

Ta

2ReU

C  ; 3 0C  ; 4 sinC   ; 

2

5

Tasin

2Rew

C
 

 ;  
2

6 2

Tasin
cos Re Re

2R
exp

e
w w

w

C 
 

    . 

(13) 
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Подставляем полученные постоянные интегрирования (13) в общее решение (8)  

и получаем частное решение краевой задачи (5)–(7), (11), (12) 

Ta

2ReU

u  ; 

sinV   ; 

     
2

2

Tasin
cos exp Re exp Re Re 1

2Re
w w w

w

U z z
 

       . 

(14) 

Как видно из полученных решений (14), компоненты скорости u  и V  являются постоянны-

ми функциями. 

Исследуем функцию U  на существование нулей на рассматриваемом промежутке 

 0; 1 .z  Функция U  может принимать нулевое значение на нижней поверхности, заданной 

уравнением 0z  , при выполнении следующего равенства, связывающего параметры гра-

ничных условий: 

 
2

2

2Re ctg
exp Re Re 1

Ta

w
w w


   


. 

На верхней поверхности компонента скорости U  принимает нулевое значение  

при / 2 n      ( n  ‒ целое число). 

Для исследования функции на интервале  0;1z  записываем уравнение: 

     
2

2

Ta sin
cos exp Re exp Re Re 1 0

2Re
w w w

w

zU z
 

       . (15) 

Преобразуем равенство (15), разделив все его слагаемые на коэффициент 
2

2

Ta sin

2Rew

 
, 

получим следующее уравнение: 

   
2

2

2Re cos
exp Re Re exp Re Re 0

Ta sin

w
w w w wz z


    

 
. 

Исследование количества корней уравнения 0U   на интервале  0;1  сведем к иссле-

дованию равенства некоторых функций 1f  и 2f : 

  11 2exp A z A z A  , 

где  11 expf A z  (кривая 1, рис. 1), 2 1 2f A z A   (кривые 2‒5, рис. 1), 1 RewA  , 

 
2

2 2

2Re cos
A = exp Re Re

Ta sin

w
w w


 

 
. Заметим, что 

1 2
0 0z z

f f
 

  , т. е. угол наклона касательной 

функции 1f  в начале рассматриваемого отрезка  0; 1  совпадает с функцией 2f  с точностью 

до константы. Как видно на графике (рис. 1), функции 1f  и 2f  могут пересекаться в одной 
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точке или не иметь общих точек на рассматриваемом отрезке. Вторая точка пересечения  

ни в каком случае не будет принадлежать рассматриваемому отрезку. 

 

 

Рис. 1. Графическая интерпретация корней уравнения 0U    

при условии идеального скольжения на нижней границе 

Можно сделать заключение, что на интервале  0; 1z  у функции U  может суще-

ствовать не более одного корня при выполнении граничных условий (11), (12). А с учетом 

того, что остальные компоненты скорости u  и V  в данном случае являются постоянными 

функциями, можно сделать заключение, что при выполнении условия идеального скольже-

ния на нижней границе и условий (12) на верхней границе в рассматриваемом слое вязкой 

несжимаемой жидкости может существовать не более одной застойной точки. 

На рис. 2 изображены линии тока для случая задания условия идеального скольжения 

на нижней границе. Изменение направления движения жидкости наглядно показывает суще-

ствование застойных точек. 

 

 

Рис. 2. Линии тока при 0,01;   2 3;     
5Re 1 10 ;U    Re 10;w    

5Ta 3 10   
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На рис. 3 показана локализация корней функции U  на интервале  0; 1z  при раз-

личных значениях модифицированного числа Тейлора Ta . По физическому смыслу числа 

Тейлора получаем, что при значительном возрастании центробежных сил по сравнению  

с силами вязкого трения, нулевое значение функции U  будет локализоваться вблизи верхней 

границы. 

 

 

Рис. 3. Локализация корней U  для значений модифицированного числа Тейлора 
5 6Ta 10 ;10    при 0,01;   2 3;     Re 10w    

 

Рис. 4. Область существование точек противотечения функции U  при фиксированном 

2

3



   и значениях параметров  Re 11;5w  

 
и 

3 4Ta 10 ;15 10     
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Дополнительное исследование показывает существование точек противотечения ком-

поненты скорости U  при различных значениях угла   и параметров подобия Rew  и Ta .  

Например, при заданном значении угла 2 3     получаем область существования корней, 

изображенную на рис. 4. Рассматривались следующие значения параметров подобия: 

 Re 11;5w   ;  Ta 1000;150 000 . На рис. 5 изображены области существования точек про-

тивотечения компоненты скорости U  при фиксированном числе Рейнольдса Re 1w    и раз-

личных углах  0;2   и модифицированного числа Тэйлора  Ta 1000;200 000 . 

 

 

Рис. 5. Существование точек противотечения функции U  при фиксированном Re 1w    

и значениях  0;2   и 
3 5Ta 10 ;2 10     

5. Заключение 

В статье получено обобщение установившегося классического течения Куэтта для 

трехмерных нелинейных вязких несжимаемых жидкостей. Показано, что в изобарическом 

течении при рассмотрении точных решений из класса линейно растущих скоростей по гори-

зонтальным координатам с учетом граничного условия идеального скольжения возможно 

возникновение противотечения в слое жидкости. Показана локализация расслоения в при-

граничных слоях течения жидкости. Проведенный анализ решений применим для крупно-

масштабных течений Мирового океана. 
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