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A two-level model of a material with random deformation and strength properties of micro-

structure elements is used. The damage of microstructure elements with random levels of porosity is 

considered. The microstructural strength condition is defined by the distribution density of random 

critical strains. The calculation of the descending branch of the complete deformation diagram is 

performed with regard for the negative coefficient of transverse deformation of the material. The 

influence of the microstructure properties on the strain-stress relationship of the material is demon-

strated. 
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Используется двухуровневая модель среды со случайными деформационными и 

прочностными свойствами элементов микроструктуры. Рассматривается поврежденность 

элементов микроструктуры со случайным уровнем разрыхления. Микроструктурное условие 

прочности задано плотностями распределения случайных критических деформаций. Расчет 

ниспадающей ветви полной диаграммы деформирования выполнен с учетом отрицательного 

коэффициента поперечной деформации материала. Показано влияние свойств микрострукту-

ры на зависимость между деформациями и напряжениями материала. 

Ключевые слова: микроструктура, случайные свойства, полная диаграмма деформи-

рования, поврежденность, разрушение 

1. Введение  

Разработка многоуровневых моделей деформируемой среды [1–5] дает возможность учи-

тывать влияние свойств микроструктуры на поведение материала в конструкциях. Накопление 

поврежденности элементов микроструктуры в процессе эксплуатации вызывает постепенную 

деградацию свойств материала и приводит затем к нелинейной зависимости между напряжени-

ями и деформациями [4–6]. Основные характеристики статической прочности твердых тел по-

лучают путем обработки диаграмм деформирования, учитывая, как правило, восходящую ветвь. 

Сопротивление материала на стадии разупрочнения (ниспадающий участок диаграммы) также 

несет дополнительную информацию, в частности, об особенностях структуры поврежденного 

материала в период, предшествующий окончательному разделению тела на части.  

Использование метода полных диаграмм деформирования полезно для определе-

ния параметров поврежденности материалов, для оценки деградации механических 

свойств металла, включая и трещиностойкость, ответственного оборудования в процес-

се эксплуатации [7]. Структурные модели, дополненные условиями разрушения элмен-

тов, позволили прогнозировать наличие падающей ветви на диаграмме деформирования 

материала на закритической стадии нагружения [8].  

Выявление и исследование закономерностей неупругого деформирования структурно-

неоднородных сред является важной и актуальной задачей. Информация об особенностях 

механического поведения и влиянии структурных параметров на процессы накопления по-

вреждений рассматривается как основа для развития методов расчёта ответственных кон-

струкций [7–14]. 

Разрушенные элементы на стадии деградации остаются при этом в составе системы, 

происходит разрыхление материала. Связь ниспадающей ветви диаграммы с отрицательны-

ми коэффициентами Пуассона отмечена в работе [8]. Потеря прочности материала и обрыв 
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восходящей ветви диаграммы деформирования также сопровождается переходом коэффици-

ента Пуассона к отрицательным значениям [4].  

В настоящее время большое внимание уделяется материалам, обладающим отрицатель-

ным коэффициентом Пуассона [15–18]. Такие материалы называют ауксетиками от греческого 

слова «auxetпs» – разбухающий. Рассматриваются типичные структуры природных и искус-

ственных ауксетиков и дана их классификация, основанная на подобии деформационных ме-

ханизмов на различных масштабных уровнях. В большинстве случаев отрицательные значения 

коэффициента Пуассона являются проявлением особенностей строения структурных элемен-

тов [16, 17]. Особое место среди ауксетиков занимают пористые и гранулированные материа-

лы. Это обусловлено сочетанием потребительской ценности пористых материалов (низкая 

плотность, технологичность, изоляционные свойства) и наличием достаточно развитых мате-

матических моделей деформационного поведения для таких материалов [15].  

В ряде работ рассмотрены вопросы математического моделирования стохастических 

процессов структурного разрушения неоднородных материалов с целью исследования ос-

новных закономерностей формирования условий макроразрушения и анализа возможностей 

описания механического поведения среды на закритической стадии деформирования в тер-

минах эффективных характеристик. Приведены результаты численных экспериментов с по-

строением полных диаграмм деформирования [19]. 

Развитие статистических методов исследования, в том числе при построении диа-

грамм нагружения, дает возможность изучения фактического состояния структуры металлов 

и продления сроков эксплуатации металлоконструкций [14, 20]. 

Таким образом, представляется перспективной возможность обобщить известные ме-

тоды механики микронеоднородных сред для материалов со свойствами ауксетиков. При 

этом изучение методов построение полной диаграммы деформирования полезно для прогно-

зирования живучести конструкционных материалов. 

2. Модель микронеоднородной среды  

Рассмотрим модель микронеоднородной среды [4, 10], содержащую элементы двух 

порядков малости. Элементы на макроуровне обладают детерминированными механически-

ми свойствами. Среда является макрооднородной и макроизотропной. Элементы микро-

структуры – это элементы второго порядка малости. Они обладают случайными деформаци-

онными и прочностными свойствами. 

Для элементов микроструктуры в точках Х = (x1, x2, x3) рассмотрим случайный модуль 

Юнга – E(Х) и детерминированный коэффициент Пуассона – . Угловые скобки обозначают 

операцию осреднения случайных величин. Математические ожидания модулей обозначим  

E = <E(X)>. Тензор случайных модулей упругости И(X) выразим через случайные модули 

K(X) и G(X), используя V – объемную и D – девиаторную составляющие единичного тензора 

четвертого ранга I [4].  

 И (X) = 3K(Х) V + 2G(Х)D. (1) 

Тензор И(X) можно записать также через случайный модуль Юнга E(Х):  

 .
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Расчет макроскопических свойств композита по свойствам элементов микрострукту-

ры является одной из основных задач теории композитов. К тензору средних модулей упру-

гости C = <И (Х)> добавляется тензор поправок h, учитывающий взаимодействие элементов 

микроструктуры [2, 4]. С помощью поправки вычисляем тензор макромодулей упругости 
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(эффективных свойств) композита: С
~

 = C + h. Тензор поправок можно выразить также через 

моментные функции модуля Юнга:  
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С учетом поправки в результате получим макромодули GKE
~

,
~

,
~

 и коэффициент Пуас-

сона ~ . Зависимость этих параметров от исходных данных задачи, в том числе и от повре-

жденности, проведена в работе [10]. Повреждённость элементов микроструктуры материала 

развивается в процессе эксплуатации конструкции. Поврежденные зерна изменяют деформа-

ционные и прочностные свойства композита. 

3. Микроструктурное условие прочности 

Рассмотрим случайную критическую деформацию е на отрезке [t; z], где t и z – де-

формации предела пропорциональности и разрушения соответственно, полученные из мак-

роэксперимента [7]. Пусть критическая деформация имеет усеченное экспоненциальное рас-

пределение с плотностью f(x, ): 
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Тогда поврежденность микроструктуры q(e, ) при величине деформации e будет равна ве-

роятности превышения предела пропорциональности t. Поврежденность вычисляется через 

интеграл от плотности распределения на интервале [t; ]: 

    .expexp),(),( edxxfeq t

e

t
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

 

С развитием деградации материала под нагрузкой наибольшая плотность распределе-

ния будет смещаться к меньшим деформациям. На рис. 1 показаны графики плотности веро-

ятностей распределения критических деформаций на интервале [0,1; 0,8] при  = 2,  = 4 и  

 = 7. Чем больше параметр , тем больше вероятность разрушения зерен на начальных эта-

пах деформирования. На рис. 2 приведены результаты расчета относительной поврежденно-

сти микроструктуры q(е) в зависимости от вида распределения критических деформаций. 

Чем быстрее развивается поврежденность на начальных стадиях, тем более выпуклым явля-

ется график при  = 7. При  = 2 поврежденность q(е) развивается почти равномерно. 

 

Рис. 1. Варианты плотности вероятностей показательного распределения критических  

деформаций на интервале [0,1; 0,8] при различных значениях параметра :  

а –  = 2; б –  = 4; в –  = 7 
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Рис. 2. Развитие поврежденности микроструктуры q(е) в зависимости от вида распределения  

критических деформаций: а –  = 7; б –  = 4; в –  = 2 

4. Поврежденность элементов микроструктуры в виде разрыхлений 

Рассмотрим повреждённость в виде микроразрыхлений. Металлическая составляющая в 

микрорыхлотах составляет обычно 70–80 % их объёма [21]. Разрыхлённые элементы микрострук-

туры способны нести некоторую нагрузку. В микроструктуре металла с различной вероятностью 

одновременно присутствуют и поры, и микрорыхлоты различной степени наполненности.  

Случайная индикаторная функция повреждённости (X) равна единице, если в эле-

менте X произошло повреждение. Функция (X) равна нулю, если в элементе X сохранилась 

сплошность материала. Тогда q = <(X)) > – поврежденность, т. е. относительное содержа-

ние разрушенных, разрыхленных элементов. Относительное содержание целых сплошных 

элементов равно p = 1 – q. 

Степень разрыхлённости (X) отдельных элементов также считаем случайной.  

<(X)> = z, где z [0; 1]. Параметр z характеризует среднюю степень разрыхления повре-

жденного зерна микроструктуры. Разрыхлённость приводит к некоторой потере несущей 

способности элемента и уменьшает модуль упругости. Так, при разрыхленнсти 20 % будем 

считать, что элемент микроструктуры сохраняет 80 % несущей способности. В разрыхлён-

ном зерне X получим измененный модуль Юнга: E(1 – (X)). Случайные функции (X) и (X) 

независимы между собой.  

В результате случайный модуль Юнга выразим через параметр (X), учитывает слу-

чайное расположение и случайную степень разрыхления повреждённых элементов микро-

структуры: 

 E(X) = E(X); (X) = 1 – (X) (X).  

В самом деле, в поврежденном зерне (X) = 1 и E(X) = E(1 – (X)). Если зерно сплош-

ное, то (X) = 0 и E(X) = E.  

В расчет поправок к средним модулям упругости (3) входят вариации случайных ве-

личин 
о
, 

o
, 

o
. Вычислим тензор поправок в корреляционном приближении. 

(X) = 1 –  (X) (X); <> = 1 – q z; 
о
 =  – qz; <(

о
)
2
> =  <

2


2
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2
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 D = qDо + z
2
qp. 

Здесь D , Dо – дисперсии случайных параметров , о. 

Подставив в (3) найденные выше моментные функции, получим тензор поправок h и 

тензор С
~

 макромодулей упругости среды с микроструктурной поврежденностью: 
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Для перехода к изменившимся модулю Юнга и коэффициенту Пуассона ~,
~
E  от вы-

численных в (5) макромодулей объемной деформации и сдвига GK
~

,
~

 воспользуемся извест-

ной формуло: 
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Чтобы использовать формулы (5–6) для расчета деформационных свойств материала, 

нужно задать распределение случайного уровня разрыхленности в поврежденных элементах 

микроструктуры. Воспользуемся для этого усеченным нормальным распределением fо(x) на 

интервале [0; 1].  
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     (7) 

Примем m = z – средней степени разрыхленности элемента микроструктуры. Исполь-

зуем также аналог правила «трех сигма» для определения s. Если преобладает небольшая 

разрыхленность, то s =(1 – z)/3. Для большой средней разрыхленности с преобладанием пор 

примем s = z/3. 

На рис. 3 показаны графики плотностей распределения вероятностей fξ (x) случайного 

уровня разрыхленности x. График (рис. 3, а) соответствуют небольшой средней разрыхлен-

ности z в диапазоне 0 ≤ z ≤ 0,5 и имеют положительную асимметрию. На графике (рис. 3, б) 

разрыхленность достаточно велика при 0,5< z ≤ 1, плотность распределения в этом случае 

имеет отрицательную асимметрию. 
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Рис. 3. Плотности распределения вероятностей для различной степени  

разрыхленности элементов микроструктуры:  

а – 0 ≤ z ≤ 0,5; б – 0,5 < z ≤ 1 

5. Изменение деформационных свойств материала в процессе нагружения  

Рыхлоты приводят к уменьшению несущей способности элемента микроструктуры. 

Деградация макросвойств материала при этом развивается медленнее, чем в моделях, учиты-

вающих разрушение микроструктуры только в виде пор. Разрушение микроструктуры в виде 

пор предполагает полную потерю элемента к сопротивлению нагрузке. При вычислениях без 

учета разрыхлений происходит обрыв диаграммы деформирования при приближении к нуле-

вым значениям модуля Юнга [11]. 

На рис. 4 показано изменение модуля K
~

 с возрастанием относительного числа повре-

жденных зерен q для композитов со степенью разрыхления z = 0,1; z = 0,3; z = 0,5. Здесь 

начальный коэффициент Пуассона  = 0,3; коэффициент вариации разрыхленности kо = 0,4. 

При большой степени разрыхления модуль K
~

 убывает быстрее. 

 

 

Рис. 4. Изменение модуля объемной деформации K с возрастанием относительного числа  

поврежденных зерен q и различной степенью разрыхленности z: 

1 – z = 0,1; 2 – z = 0,3; 3 – z = 0,5 
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Значительное влияние на вид диаграммы деформирования оказывает также началь-

ный коэффициент Пуассона для неповрежденного материала. Расчеты показывают что, чем 

больше коэффициент Пуассона до начала нагружения, тем быстрее накапливаются измене-

ния от числа разрушенных зерен и от степени разрыхленности [4].  

Изменение коэффициента Пуассона (е) с увеличением деформации е показано на 

рис. 5. Начальные коэффициенты (0) принимают значения 0,45; 0,35; 0,30; 0,25. 

При (0) = 0,45 деградация свойств происходит быстро, с переходом в асимптоту. 

Расчет диаграммы деформирования показывает быстрый ее обрыв [11]. Если (0) = 0,25, то 

изменение деформационных свойств медленнее и соответствующие диаграммы обрываются 

при более значительных деформациях.  

 

 

Рис.5. Изменение коэффициента Пуассона (е) под действием поврежденности,  

соответствующей деформации е, для различных значений начального коэффициента (0): 

а – (0) = 0,45; б – (0) = 0,35; в – (0) = 0,30; г – (0) = 0,25 

Переход к малым и даже отрицательным коэффициентам Пуассона не приводит сразу 

к обрыву диаграммы деформирования. Поэтому для построения полных диаграмм деформи-

рования можно попытаться провести расчеты для материалов со свойствами ауксетиков при 

отрицательных начальных коэффициентах поперечной деформации.  

6. Зависимость между деформациями и напряжениями в процессе нагружения 

6.1 Полные диаграммы деформирования 

Пусть материал имеет начальные модуль Юнга E и коэффициент Пуассона . Микро-

структурный предел прочности задан случайными критическими деформациями, распреде-

ленными на интервале [t; z] по показательному распределению (4) с параметром . Предпо-

лагается, что поврежденный элемент микроструктуры получает случайное относительное 

разрыхление со средним значением z и усеченным нормальным распределением (7) на отрез-

ке [0; 1]. 

Рассмотрим алгоритм расчета диаграммы одноосного растяжения с учетом случай-

ных свойств элементов микроструктуры. Деформирование производим поэтапно по жест-

кой схеме, задавая однородную по объему макродеформацию растяжения e = ei = i∙e  

(i = 1, 2, …n, e – const). Тогда на каждом (i+1)-м этапе макронапряжение определяется 
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выражением, которое содержит iE
~

 – макромодуль, вычисленный для поврежденности, до-

стигнутой на предыдущем этапе:  

  = i + 1 = i + iE
~

∙e.  (8) 

Диаграмма деформирования обрывается при исчерпывании критических уровней де-

формаций и микроразрушений. 

В расчете макромодуля iE
~

 последовательно участвуют функции (4–7), содержащие 

переменные величину e и параметры t, z, E, , , z. Перечисленные шесть параметров 

управляют поведением диаграммы деформирования. От сочетания этих параметров зависит 

форма графика  = (e).  

Выясним на числовых примерах влияние свойств материала на зависимость между 

напряжениями и деформациями. Ограничимся в расчетах интервалом [0,1; 0,8] для распреде-

ления критических деформаций. Примем также модуль Юнга E неповрежденного материала 

равным единице. Используя малые приращения e, перейдем к интегральной зависимости 

между деформациями и напряжениями. 

 



e

dezeEze

1

),,,(),,,( . 

На рисунках 6–9 показаны результаты расчетов диаграммы одноосного растяжения 

для различных сочетаний числовых значений параметров , , z. Графики на рис. 6 показы-

вают, что полная диаграмма при начальном коэффициенте Пуассона (0) = −0,2 обеспечива-

ет живучесть материала при деформациях e = 0,74. Если же (0) = −0,4, то деформации жи-

вучести меньше и достигают лишь e = 0,65. 

 

 

Рис. 6. Диаграммы деформирования для распределения критической деформации при  = 3  

и разрыхленности z = 0,2 для различных значений начального коэффициента Пуассона:  

а – (0) = − 0,4; б – (0) = − 0,3; в – (0) = − 0,2 

На графиках рис. 7 показано, что при прочих равных условиях полная диаграмма при 

более медленном накапливании поврежденности с  = 3 имеет большую протяженность и 

обрывается при e = 0,71. Если параметр условия прочности  = 5, то на первых же этапах де-

формирования быстро возрастает поврежденность. Затем процесс микроразрушения замед-

ляется, тем не менее при  = 5 деформация живучести будет лишь e = 0,61. 
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Рис. 7. Диаграммы деформирования для начального коэффициента Пуассона (0) = − 0,3  

и степени разрыхленности z = 0,2 для двух видов распределения  

критической деформации при: а –  = 5; б –  = 3 

На графиках рис. 8 и рис. 9 демонстрируется совместное влияние на диаграмму де-

формирования начального коэффициента Пуассона (0) и степени разрыхленности z. При 

небольшой разрыхленности z = 0,2 получаем полную диаграмму деформирования. Если же 

разрыхленность больше и z = 0,4, то полной диаграммы не получается. Обрыв происходит 

задолго до возникновения предельной деформации живучести. Аналогичное поведение диа-

грамм с учетом степени разрыхленности наблюдается на рис. 8 при (0) = −0,2 и на рис. 9 

при (0) = −0,4. Но, как и следовало ожидать, полные диаграммы при (0) = −0,2 достигают 

предельной деформации e = 0,75, а при (0) = −0,4 получим лишь e = 0,65. 

 

 

Рис. 8. Диаграммы деформирования для начального коэффициента Пуассона (0) = −0,2,  

для распределения критической деформации при  = 3 при двух вариантов степени  

разрыхленности: а – z = 0,4; б – z = 0,2 
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Рис. 9. Диаграммы деформирования для начального коэффициента Пуассона (0) = −0,4,  

для распределения критической деформации при  = 3 при двух вариантов степени  

разрыхленности: а – z = 0,4; б – z = 0,2 

Таким образом, использование математической модели деформируемой среды с отри-

цательными коэффициентами Пуассона и поврежденностью в виде микро разрыхлений поз-

воляет рассчитывать полные диаграммы деформирования и исследовать влияние на них 

свойств материала. 

7. Заключение 

Разработана методика расчета поврежденности микроструктуры, использующая плот-

ность распределения случайной критической деформации материала. Показано изменение 

коэффициента Пуассона в процессе нагружения и обоснован переход к расчету полных диа-

грамм деформирования с отрицательным коэффициентом Пуассона. Исследовано влияние 

случайных свойств микроструктуры на диаграммы деформирования материала. Показано, 

что учет в модели не только пор, но и разрыхлений, несущих после разрушения некоторую 

нагрузку, дает возможность рассчитывать полную диаграмму деформирования, включаю-

щую ниспадающую ветвь.  
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