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В работе получены аналитические решения системы Обербека – Буссинеска, описы-

вающие слоистые течения конвекции Бенара – Марангони в несжимаемой вязкой жидкости. 

На границах слоя жидкости используется граничное условие третьего рода – закон теплопе-

редачи по Ньютону. 

Ключевые слова: конвекция Бенара – Марангони, аналитическое решение, граничные 

условия III рода. 

1. Введение 

Изучение конвективных течений вязкой несжимаемой жидкости является одной из 

наиболее распространенных задач в самых разных теоретических и прикладных научных 

дисциплинах. В последние десятилетия интерес к исследованию решений, описывающих 

естественную конвекцию, непрерывно возрастает. Это связано с тем, что конвекция является 

первым примером самоорганизации динамических систем, наблюдаемых экспериментально [1]. 

Первая именная структура самоорганизации также относится к конвекции – ячейки Бенара, 

представляющие собой шестиугольные призмы с подъемом жидкости в центре [2–4].  

Уже в первых гидродинамических опытах [2–4] Бенаром было высказано предполо-

жение о том, что важную роль в возникновении конвекции играет не только сила тяжести, а 

термокапиллярный эффект Марангони [5]. Отметим, что исследование эффекта Марангони 

вносит ясность не только в термокапиллярную конвекцию, но и в концентрационную кон-

векцию и биоконвекцию [6]. 

При моделировании указанных выше процессов движения жидкости очень важно 

иметь определенный запас точных решений, потому что полное интегрирование уравнений 

Навье – Стокса в приближении Бусснеска (система Обербека – Буссинеска) является до сих 

пор открытой проблемой. Первое точное решение, описывающее термокапиллярные движе-

ния вязкой несжимаемой жидкости, было предложено Бирихом [7]. Пионерским точным 

конвективным решением является течение Остроумова, обладающее вращательной симмет-

рией [8]. Наиболее полный список точных конвективных движений можно изучить по рабо-

там [9–31] и библиографическим спискам к ним. 

В работе предложено новое точное решение, описывающее стационарную термока-

пиллярную конвекцию при реализации на границах слоя жидкости теплообмена по закону 

Ньютона – Рихмана [9]. Исследование таких движений вязкой несжимаемой жидкости чрез-

вычайно важно для практических задач. Даже при проведении лабораторных эксперимен-

тальных исследований всегда трудно достичь теплоизолированной границы для замкнутых 

сосудов, а для термокапиллярных течений, наверное, невозможно. 
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Характерной особенностью полученного нового точного решения является одномер-

ность скоростей по координатам, а поля температуры и давления трехмерны по координатам. 

Выбранные условия соответствуют теоретическим экспериментальным исследованиям по 

гидродинамике [9–31]. При устойчивом движении неизотермической жидкости одномер-

ность скоростей практически достигается в прямоугольном слое, что не наблюдается для 

температуры и давления даже в самых простых случаях [9]. 

2. Постановка задачи 

Общая система, описывающая стационарную конвекцию в несжимаемой жидкости, в 

приближении Обербека – Буссинеска имеет вид [9, 32]: 
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 (1) 

В системе (1) используются стандартные обозначения:   – коэффициент температу-

ропроводности; v  – коэффициент кинематической вязкости жидкости;   – коэффициент 

объемного расширения жидкости; g  – ускорение свободного падения; 
zyx V,V,V  – компо-

ненты вектора скорости жидкости. 

Решения уравнений Обербека – Буссинеска вычислим для граничных условий, соот-

ветствующих конвективному движению Бенара – Марангони и теплообмену, определяемому 

условием Ньютона – Рихмана. В силу того, что рассматривается вязкая жидкость, то на ниж-

ней (недеформируемой) поверхности для скорости выполняются условия прилипания 

0)0,y,x(V;0)0,y,x(V;0)0,y,x(V zyx  . (2) 

На свободной поверхности, определяемой уравнением z h , заданы условия термо-

капиллярной конвекции [9]:  

),,( hyxT
dn

dU

hz

 


, (3) 

где 0   – температурный коэффициент поверхностного натяжения;   – динамическая вяз-

кость жидкости. Граничные условия (3) записаны в предположении о неформируемости сво-

бодной поверхности при движении жидкости и линейной зависимости поверхностного натя-

жения от температуры [6, 7]:   0T T    . 
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На верхней границе hz   и на нижней поверхности 0z  заданы условия теплопере-

дачи по закону Ньютона – Рихмана [7, 9, 29]: 

 

 ,)0,y,x(T)y,x(T
n

T
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 (4) 

где yBxAyxTC 111 ),(   – температура внешней среды; yBxAyxTC 222 ),(   – температура 

нижней поверхности; 1A , 1B , 2A  и 2B  – компоненты градиента температуры для свободной 

и недеформируемой границ соответственно; 1 , 2  – коэффициенты теплопередачи.  

Нормированное давление к плотности жидкости на внешней, свободной, поверхности 

имеет вид:  

0

( , , )
s

P x y h S 


, 

где s  – атмосферное давление; 0  – плотность жидкости. 

3. Результаты и обсуждение 

3.1 Анализ разрешимости системы Обербека – Буссинеска для слоистой конвекции 

Далее рассмотрим слоистую конвекцию. Для реализации слоистых течений должно 

выполняться условие 0zV   [13–15, 18, 19]. Отметим, что в отличие от пионерской работы [7] 

здесь рассматривается не однонаправленный поток. Ниже будет показано, что при опреде-

ленных условиях рассматриваемую краевую задачу нельзя свести к одномерной. При тожде-

ственном нулевом значении компоненты скорости zV  система уравнений (1) становится пе-

реопределенной. Таким образом, для описания сложной конвекции структура класс решения 

должна быть такой, чтобы появилось одно «лишнее» уравнение, гарантирующее разреши-

мость задачи. Стационарное решение ищем в виде [11, 12, 18, 19, 33, 34]: 

0 1 2

0 1 2

( ), ( ),

( , , ) ( ) ( ) ( ),

( , , ) ( ) ( ) ( ).

x yV U z V V z

T x y z T z xT z yT z
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 (5) 

Отметим, что плоскопараллельное движение переопределенной системы Обербека – 

Буссинеска в рамках класса (5) впервые было приведено в статье [18], где описаны аналити-

ческие выражения для различных типов граничных условий, которые используются при ма-

тематическом моделировании адвективных потоков. 
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Подставив выражения (5) для гидродинамических полей в уравнения (1), получим 

следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений, определяющую вид не-

известных функций (5), которые зависят от вертикальной координаты z : 
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 (6) 

Уравнения в системе (6) выписаны в том порядке, в котором будет осуществляться 

интегрирование. Краевые условия (2) – (4) в силу структуры выражений (5) записываются 

следующим образом: 
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(8) 

где  11  ,  22  . 

Очевидно, что уравнение неразрывности, входящее в систему (1), при данном выборе 

представления решения выполняется тождественно. 

3.2 Вычисление точного решения краевой задачи (6)–(8) 

Решение для первых двух уравнений (6), определяющих функции 1T  и 2T , записыва-

ется в виде линейных функций: 

222111 , bzaTbzaT  . 

В результате вычислений получим коэффициенты решения, удовлетворяющие крае-

вым условиям (8): 
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Таким образом, компоненты градиента температуры распределены по следующему 

закону: 

2121

2112211

2121

1221
1

)(









h

hAAA
z

h

AA
T









 ; 

2121

2112211

2121

1221
2

)(









h

hBBB
z

h

BB
T









 . 

Компоненты градиента приведенного давления имеют параболический профиль: 
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Скорость при конвективном движении жидкости определяется многочленами, в об-

щем случае имеющими четвертую степень: 
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Температура 0T  имеет вид: 

   

      . 
1246

61202520
41

661218

122412
 

4836

8040120

1441008

2

2

2

1

4

2211

3
2

2

2

1

2

2

2

2

1

4

2211

52

2

2

1

6

2

2

2

12211

2

2

2

1

2

2211

3
3

2211

2

2

2

1

2

2

2

122112
2

2

2

134

2

2

2

122211

2

2

2

15

622117
2

2

2

1
0












 























 


















 








 


















 




















aahbabahbbh

bbghbabaghaagh
z

bbbaba
h

bbghbabagh
z

bababbgaa
h

babag
h

aag
hz

aag
h

babag
h

bbg
z

z
gbaba

z
gaa

T









































































 

3.3 Альтернативный подход к решению краевой задачи (6)–(8) 

Представим краевые условия на границах слоя жидкости  как вектора градиента 1gT


 и 

2gT


 температуры. В этом случае справедливы выражения: 

   cos,cos 2211 gg TATA ; 

   sin,sin 2211 gg TBTB . 

Здесь   – угол между векторами 1gT


 и 2gT


;   – угол между вектором 1gT


 и осью ox . В силу 

того, что рассматриваемая среда изотропна, решение зависит только от угла  . 

В этом случае коэффициенты 2121 ,,, bbaa  примут вид: 
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Здесь 
1gT  и 2gT  соответственно модули векторов 1gT


 и 2gT


. 

При повороте векторов 1gT


 и 2gT


 на угол   соответственно повернется и вектор ско-

рости  )(),( zVzU .  
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Вычислим касательные напряжения на твердой поверхности: 
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Если векторы градиента температуры на границах слоя коллинеарны 

),(),( 1122 BABA  , то существует толщина слоя жидкости, при которой касательные напря-

жения на твердой поверхности одновременно обращаются в нуль. 

Если учесть связь векторов градиентов, уравнения 0zx  и 0zy , очевидно, совпа-

дут, а следовательно, будут иметь одинаковые корни. Так как числители выражений zx  и 
zy  

представляют собой кубичные многочлены относительно h , то один действительный корень 

всегда будет существовать. Для проверки условий его положительного значения можно ис-

пользовать модификацию локализационных критериев проблемы Рауса – Гурвица [35]. 

При идеальном тепловом контакте на обеих границах условия 0zx  и 0zy   

вырождаются к квадратным уравнениям с равным корнем:  
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Напомним, что справедливо неравенство 0  . Таким образом, одновременное обра-

щение в нуль касательных напряжений возможно, если  

 







 ;0

2

1
;  . 
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В качестве примера проведены расчеты скоростей U , V  и температуры 0T  для воды. 

Физические параметры взяты следующими: 

K/1000210,0   

)Км/(вт350 2

1   коэффициент взят для пары сталь-вода 

)Км/(вт6,5 2

2   коэффициент взят для пары вода-воздух 

583,333 /h11  ; 9,33333 /h22    

6,0  Вт/(м К); 614310,0   м
2
/сек 

001,0  Па сек; 000001,0  м
2
/сек 

81,9g   м/сек
2
 

0727,0  n/м
2 

. 

При значении 1h   численно определено значение параметра 659,0 , при котором 

касательные напряжения на твердой поверхности обращаются в ноль. 

Изменение скорости V  по толщине в зависимости от параметра 1B  при значении па-

раметра 0,659   приведено на рис. 1. 

 

Рис. 1. Изменение скорости потока с глубиной при различных значениях параметра B1 

Из рисунка видно, что график скорости при 0z  касается оси Oz , т.е. в точке 0z  

касательные напряжения zx  и zy  обращаются в ноль. Графики скорости U аналогичны при-

веденным для скорости V . 

На рис. 2 представлено изменение скорости U по толщине слоя в зависимости от ко-

эффициента   при значении параметра 0,3A1  .  
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Рис. 2. Изменение скорости потока с глубиной при различных значениях параметра   

При значении 05,0  существует противоток. При значении 05,0  противоток 

пропадает, при 05,0  течение меняет направление. 

 

Рис. 3. Изменение температуры по глубине при различных значениях параметра   

На рис. 3 представлено изменение температуры по толщине в зависимости от пара-

метра  , при 0,1B1;A 11  . При больших и малых значениях   температура меняется мо-

нотонно, при 0,20,8   температура знакопеременна. 

4. Заключение 

В настоящей работе рассмотрены стационарные слоистые течения конвекции Бенара – 

Марангони вязкой несжимаемой жидкости, индуцируемые градиентом температуры на обе-

их границах. Получены решения для краевых условий третьего рода на границах потока 

жидкости – теплообмен по закону Ньютона. Показано, что при некоторых условиях найдется 
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толщина слоя жидкости, при которой касательные напряжения на твердой поверхности в 

направлении x и y одновременно обращаются в ноль. 
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