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The exact solution of the Oberbeck-Boussinesq equations, which describes the influence  

of the thermocapillary effect on the convective flows of a viscous incompressible fluid, is discussed. 

The class of exact solutions is chosen in such a way that it allows one to solve an overdetermined 

system of equations for the motion of a fluid by identically satisfying the incompressibility condi-

tion. Heat sources at both boundaries, which heat (cool) the fluid, are selected as the boundary con-

ditions. The exact solution has been obtained and the temperature field has been studied. It is shown 

that the structure of the exact solution does not allow one to reduce the dimension of the boundary 

value problem under study. It is also shown that the obtained exact solution admits the presence  

of countercurrents in the fluid. 

Keywords: layered flow, exact solution, counterflows, Marangoni convection, vertical swirl, vortex 

flow, system of Oberbeck–Boussinesq equations. 
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В статье рассмотрено точное решение уравнений Обербека-Буссинеска, описывающее 

влияние термокапиллярного эффекта на конвективные течения вязкой несжимаемой жидко-

сти. Класс точных решений выбран таким образом, что позволяет разрешить переопределен-

ную систему уравнений движения жидкости за счет тождественного удовлетворения усло-

вию несжимаемости. В качестве граничных условий выбраны источники тепла на обеих гра-

ницах, осуществляющие нагрев (охлаждение) жидкости. В статье получено точное решение 

и произведено исследование температурного поля. Показано, что структура точного решения 

не позволяет снизить размерность исследуемоймой краевой задачи, а также показано, что 

полученное точное решение допускает наличие противотечений в жидкости. 

Ключевые слова: слоистое течение, точное решение, противотечения, конвекция Марангони, 

вертикальная закрутка, вихревое течение, система уравнений Обербека-Буссинеска.  

1. Введение 

Известно, что основой конвекции является движение молекул среды в противопо-

ложных направлениях под действием неравномерного нагревания/охлаждения этой сре-

ды. Само понятие конвекции было предложено для описания тепловых масс в нагретых 

движущихся жидкостях. На сегодняшний момент задача исследования особенностей кон-

вективных движений является достаточно распространенной и встречается во многих 

теоретических и прикладных дисциплинах. Наиболее распространенным подходом для 

описания таких движений при нормальной гравитации является подход Обербека, подра-

зумевающий линейную зависимость плотности жидкости от температуры. В результате 

объемные силы оказываются зависящими только от температуры [1]. Входящие в состав 

системы Обербека-Буссинеска уравнения Навье-Стокса обладают квадратичной нелиней-

ностью, в результате чего порой даже в изотермическом случае их решения могут описы-

вать появление застойных зон внутри жидкости.  

Исторически первыми изотермическими точными решениями были решения Экмана [2] 

и Хименца [3], описывающие существование застойных точек и противотечений в потоке 

вязкой несжимаемой жидкости. Известно, что точное решение Экмана является основным 

инструментом для описания локализованных течений в океане и атмосфере. Модификации 

спиралевидного течения Экмана в горизонтальном бесконечном слое изотермической и не-

изотермической жидкости приведены в статьях, обзорах и монографиях [4–15].  
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Течение Хименца, описываемое нелинейной начально-краевой задачей для неустано-

вившегося движения вязкой несжимаемой жидкости, является очень популярным объектом 

исследования в математической и теоретической гидродинамике. Стоит отметить, что в 

классической статье Хименца [3] рассматривались установившиеся течения. Нестационар-

ные аналоги точного решения Хименца были исследованы Рябушинским в [16]. Многочис-

ленные исследования по аналитическому и численному интегрированию течений типа Хи-

менца-Рябушинского отражены в библиографических источниках [17–20]. Во всех публика-

циях [21–22], посвященных исследованию изотермических течений типа Хименца-

Рябушинского, при определенных значениях управляющих параметров краевых и начально-

краевых задач наблюдались противотоки в течении жидкости. 

Исследования конвективных течений с помощью поля скоростей Хименца-Рябушинского 

показали, что влияние температурной стратификации может существенно изменить структу-

ру поля скоростей [23–25]. В сравнении с изотермическим случаем в жидкости могут по-

явиться дополнительные застойные точки и, как следствие, новые зоны с обратным (возврат-

ным) течением [26–30]. В работах [31–38] представлены примеры краевых и начально-

краевых задач конвекции и термодиффузии с различными краевыми условиями, индуциру-

ющими течение жидкости. 

При моделировании крупномасштабных движений несжимаемых сред (течений в тонком 

слое) можно пренебрегать изменением поперечной скорости, полагая ее равной нулю [39].  

В этом случае система уравнений Навье-Стокса становится переопределенной. Первым нетри-

виальным точным решением переопределенной системы уравнений Навье-Стокса является упо-

минавшееся уже течение Экмана [2]. Для невращающихся жидкостей при учете конвекции точ-

ными решениями для переопределенной системы уравнений Обербека-Буссинеска точными ре-

шениями является класс Остроумова-Бириха и его модификации и обобщения [40–52]. В статьях 

[53–64] рассмотрены приложения точного решения Остроумова-Бириха к вращающейся жидко-

сти. Все течения, о которых шла речь выше, зависят от распределения давления. 

Изобарические плоские течения вязкой несжимаемой жидкости (поле скоростей состоит 

из двух скоростей, которые зависят от двух координат и времени) начали изучать в [66].  

В статьях [67–68] было построено много точных решений для изобарических течений. Система-

тическое исследование плоских течений жидкости было выполнено Шмыглевским [69–71].  

Сравнительно недавно было показано существование точных решений для крупно-

масштабных сдвиговых течений вязкой несжимаемой жидкости [72–75]. Любопытно, что 

полученные решения описывают течения жидкости с вертикальной компонентой завихрен-

ности без учета вращения жидкости. В статье [76] показано, как изотермические точные ре-

шения могут быть использованы для исследования конвективных вихрей в вертикально за-

вихренной жидкости. Решения, анонсированные в [31, 72–76], описывают конвективных те-

чения типа Куэтта, индуцированные заданием скоростей и горизонтальных градиентов тем-

пературы на верхней границе бесконечного слоя жидкости. Основные обобщения течения 

Остроумова-Бириха были получены при учете термокапиллярных сил на межфазной неде-

формируемой границе. К настоящему времени не изучена конвекция Марангони для реше-

ний, представленных в [31], где предложено новое точное решение, описывающее движение 

вязкой несжимаемой вертикально завихренной жидкости под действием заданных на верх-

ней границе термокапиллярных сил.  

2. Постановка задачи и методы решения 

Рассматривается течение жидкости в бесконечном горизонтальном слое толщиной .h
При исследовании крупномасштабных движений в сдвиговых потоках вязкой несжимаемой 

жидкости (z-компонента zV  вектора скорости ( , , )x y zV  полагается равной нулю) использует-

ся система уравнений тепловой конвекции в приближении Буссинеска: 
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(1) 

Здесь введены обозначения: ( , , );xV x y z  ( , , )yV x y z  – соответственно x - и y - компо-

ненты вектора скорости ( , , );x y zV  ( , , )P x y z  – деленное на среднюю плотность отклонение 

давления от гидростатического; ( , , )T x y z  – отклонение температуры от отсчетного значения; 

,   – кинематическая (молекулярная) вязкость жидкости и ее температуропроводность; 

∆=
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
 – оператор Лапласа. Первые три уравнения системы (1) – это уравнения 

Навье-Стокса в проекциях на координатные оси, четвертое уравнение – это уравнение теп-

лопроводности, последнее уравнение – это уравнение несжимаемости, в которых учтено 

условие 0zV  .  

Особенностью системы (1) помимо ее нелинейности является ее переопределенность 

(число неизвестных меньше числа уравнений). Можно показать, что система (1) оказывается 

разрешимой в классе скоростей вида [57, 62]: 

   xV U z yu z  ,  yV V z , (2) 

поскольку при подстановке класса (2) в уравнение несжимаемости системы (1) последнее 

обращается в тождество. 

Поля давления и температуры полагаем линейными формами относительно горизон-

тальных (продольных) ,x y  [59, 60]: 

0 1 2( ) ( ) ( )T T z T z x T z y   , 0 1 2( ) ( ) ( ) .P P z P z x P z y    (3) 

Подстановка класса (2)–(3) в систему (1) при использовании метода неопределенных ко-

эффициентов приводит последнюю к системе обыкновенных дифференциальных уравнений 

''( ) 0u z  , 1 ''( ) 0T z  , 1 1'( ) ( )P z g T z , 2 1''( ) ( ) ( )T z u z T z  ;  

2 2'( ) ( )P z g T z , 2''( ) ( )V z P z  , 1''( ) ( ) ( ) ( )U z V z u z P z   ; (4) 

0 1 2''( ) ( ) ( ) ( ) ( )T z U z T z V z T z   , 0 0'( ) ( )P z g T z .  
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Здесь и далее штрихом обозначена полная производная по вертикальной координате z . 

Уравнения системы (4) интегрируются в том порядке, в котором они приведены. Среди 

уравнений системы (4) только первые два уравнения являются изолированными (т. е. инте-

грируются независимо от других), остальные уравнения являются пассивными (т. е. их ре-

шения следует искать только после того, как найдены решения изолированных уравнений). 

Общее решение системы (4), полученное последовательным интегрированием входящих  

в состав системы уравнений, имеет вид: 

1 5u C z C  ; 

1 2 3T C z C  ; 
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2 1 2 32

1 8
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U gz C gz C C gz C  

 


   



     8 9 7 2 5

5 1 3 2 5 1 1 3 2 5 3 5 1 6 5 79 7 7 9 72 5 3024gz C C C C C gz C C C C C gz C C C C gz C C             

   6 5 4

5 6 1 7 1 8 5 8 1 9504 4 9072 15120 2gz C C C C z C C z C C C C          

   3 2 2

5 9 1 10 4 5 10 11 1260480 181440 362880z C C C C z C C C z C C   


     


; 

   13 2 2 12

0 1 2 1 2 1 32 3

1 22 1
15 2 330 43

119750400 13 2
T gz C C gz C C C C     

 


   


 

         11 2 2 2 2

2 5 1 3 1 2 3 5 2 5330 45 3 7 12 492 72 84 9C C gz C C C C C C C C                  

      10 2 2

1 3 5 2 3 5 1 2 633 84 7 84 9 156 40gz C C C C C C C C C               
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        9 2 2

3 5 1 3 6 2 5 6 1 2 7330 21 42 5 42 7 72 28gz C C C C C C C C C C C                     

      8

3 5 6 1 3 7 2 5 72970 21 21 4 21 6gz C C C C C C C C C              

  7 2 2

2 6 3 5 723760 5 5 11gz C C C C C         

     6 2 5 2 2 2 8

2 3 6 7 3 7 1 2 8831600 997920 17820 5 3gz C C C C gz C C z C C C            

      7

1 3 8 2 5 8 1 2 923760 10 3 10 5 10z C C C C C C C C C               

        6

3 5 8 1 3 9 2 5 9 1 2 10166320 6 2 2 4 2 2z C C C C C C C C C C C C                     

      5

2 4 6 8 3 5 9 1 3 10 2 5 10997920 3 3 3 3z C C C C C C C C C C C C C                  

  4

3 4 7 8 6 9 3 5 10 2 114989600 2 2z C C C C C C C C C C C             

 3 2 2

7 9 6 10 3 11 2 1219958400z C C C C C C C C       

 2 2 2 2 3

7 10 3 12 13 1459875200 119750400z C C C C z C C   




  ; 

 14 2 2
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2
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      11 2 2

1 3 5 2 3 5 1 2 678 84 7 84 9 156 40gz C C C C C C C C C            

   10 2 2

3 5 1 3 6858 21 42 5gz C C C C C          

    2 5 6 1 2 742 7 72 28C C C C C C           

      9

3 5 6 1 3 7 2 5 78580 21 21 4 21 6gz C C C C C C C C C              

    7 2 8 2 2

2 3 6 7 2 6 3 5 73088800 77220 5 5 11gz C C C C gz C C C C C            

   6 2 2 2 9

3 7 1 2 84324320 51480 5 3gz C C z C C C         
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      8

1 3 8 2 5 8 1 2 977220 10 3 10 5 10z C C C C C C C C C               

        7

3 5 8 1 3 9 2 5 9 1 2 10617760 6 2 2 4 2 2z C C C C C C C C C C C C                     

      6

2 4 6 8 3 5 9 1 3 10 2 5 104324320 3 3 3 3z C C C C C C C C C C C C C                  

  5

3 4 7 8 6 9 3 5 10 2 1125945920 2 2z C C C C C C C C C C C              

 4 2 2

7 9 6 10 3 11 2 12129729600z C C C C C C C C       

 3 2 2 2 2 3 2 3

7 10 3 12 13 14 15518918400 1556755200 3113510400 .z C C C C z C z C C           

Для определения возникших в ходе интегрирования системы (4) констант iC , где 

1,...,15i  , необходимо задать соответствующее число граничных условий. Будем пола-

гать, что нижняя поверхность 0z   рассматриваемого бесконечного горизонтального 

слоя является абсолютно твердой, верхняя поверхность z h  – свободной и недеформи-

руемой [77]. Рассмотрим далее краевую задачу, описывающую термокапиллярный эф-

фект на верхней границе слоя, т. е. на верхней границе слоя действуют термокапилляр-

ные силы, генерирующие конвективные течения вертикально завихренной жидкости:  

( ) ( )x

T
V h h

x
 


  


, ( ) ( )y

T
V h h

y
 


  


. 

На обеих границах заданы источники тепла 

( , ,0)T x y Ax By  , ( , , )T x y h Cx Dy   . 

Здесь ,A B и ,C D – значения продольных градиентов температуры, принимаемые на 

нижней и верхней границах рассматриваемого бесконечного слоя соответственно,   – зна-

чение температуры на свободной границе. 

При этом нижнюю границу 0z   считаем отсчетным уровнем температуры, анало-

гичным образом верхнюю границу z h  – отсчетным уровнем давления: 

( , , ) 0P x y h  . 

Также полагаем, что нижняя граница движется со скоростью, определяемой выраже-

ниями 

cos ;xV W y   sin ;yV W   

где   – значение горизонтального градиента скорости xV  на нижней границе (простран-

ственное ускорение); W – модуль однородной составляющей скорости на неподвижной гра-

нице слоя жидкости. 

Подставим выбранный класс решений (2)–(3) в первое обозначенное краевое условие. 

Получим 
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T
V h h
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здесь   – температурный коэффициент поверхностного натяжения.  

Подставим в это граничное условие скорости (2): 

           0 1 2 ,
z h z h

U z yu z T z xT z yT z
z x

 
 

 
    

 
 

откуда в силу метода неопределенных коэффициентов следуют условия 

1( ) ( );U h T h     ( ) 0u h  . 

Аналогичным образом получаем 

2( ) ( )V h T h    . 

С учетом структуры класса (2)–(3) окончательно приходим к системе из пятнадцати 

краевых условий: 

(0)u  , ( ) 0u h  ; 

0(0) 0T  , 1(0)T A , 2(0)T B  

 

0( )T h  , 1( )T h C , 2( )T h D   

0( ) 0P h  , 1( ) 0P h  , 2( ) 0P h   (5) 

o(0) c sU W  , (0) sinV W    

1'( ) ( )U h T h   , 2'( ) ( ).V h T h     

Формулы (5) характеризуют неоднородное распределение скоростей на нижней гра-

нице. Отметим, что выбор граничных условий (5) обусловлен масштабами изучаемого тече-

ния. 

Рассмотрим далее частный случай нагрева (охлаждения) верхней границы ( 0A B  ) 

и проанализируем поведение температурного поля. Решения большинства уравнений систе-

мы (4) зависят от градиента температуры 1T , а следовательно и от принимаемых им на гра-

ницах слоя значений. Различие этих значений ведет к большему разнообразию свойств ре-

шений остальных рассматриваемых в задаче полей. При задании двух в общем случае раз-

личных тепловых источников на верхней границе получаем две отличные друг от друга тер-

мокапиллярные силы, которые в свою очередь индуцируют потоки, оказывающие различное 

влияние на формирование результирующего течения.  
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3. Результаты и обсуждение 

 3.1. Точное решение краевой задачи  

Найдем, используя систему ограничений (5), точное решение поставленной краевой задачи 

(4)–(5). Начнем с продольного градиента скорости u . Подставляя в найденное решение 

1 5u C z C   

значения аргумента 0z   и z h , приходим к системе 

5

1

,

0,

C

C

 



 

откуда 

u  . 

Стоит отметить, что если при рассмотрении обобщенных классов для поля температу-

ры, нелинейно зависящей от продольных координат, градиент скорости u  мог бы линейно 

зависеть от поперечной координаты z  даже при аналогичном задании термокапиллярных 

сил на верхней границе.  

Далее переходим к продольному градиенту температуры  

31 2 .Ñ zT C   

Значения констант интегрирования 2C , 3C  определяются из граничных условий: 

  31 20 0С CA T    ;   2 31 .Ñ h Ñ h CT     

Разрешая эту систему, легко находим  

3C A ; 2 .
C A

Ñ
h


  

А значит, окончательно функция 1T  принимает вид: 

1 .
C

A zT
A

h


   

Подставляя найденные значения констант 2C , 3C  и пользуясь соответствующим  

граничным условием для давления, находим константу 

 
4

2

g h A C
C

 
  , 

входящую в выражение для градиента давления 1P , в силу чего 1P  принимает вид: 

    2 2

1 2
2

g
P C A z Ahz A C h

h


     . 
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Интегрируя аналогичным образом остальные уравнения системы (4), получаем точное 

решение краевой задачи (4)–(5): 

u  ; 

1

C A
A zT

h


  ; 

    2 2

1 2
2

g
P C A z Ahz A C h

h


     ; 

    2 2

2 23
6

z
T C

D B
B z A C

h
A z Ahz h

h



  


; 

           2 4 3 2 2 4

2

2 4 2 2
2 2

2
4

g g
P C A z Ahz A C h z A C h

h h
D B z Bhz B D h

 





       

      3 2 2 34 6 4 2
24

V
D g z

sin z D B z BhzW B D h z B D h
h

 


 
          

        55 4 2 3 46 1
720

5 2 5 2 7 8A C h z A C h
g

z C A A z A C hz hz
h




   


   ; 

      3 2 2 34 4 2
2

6
4

U
C g

cos z z C A z AhzW h z A h
h

A CC
 


 

        

        35 4 3 2 52

2
15 20 2 6

20
16 1

7
4B D

g
z D B z Bhz Dh z B D Bh z h

h






         

       
2

2 2 7 6 2 5

2
2 3 3 24 2

2 6 120960
28

Wsin D
h z z h z z A C z Ah

g
z A C h z

h

z  

   
 

  
        

     5 24 73 392 448 528 641 82 0 A C h z A C h z A C h    ; 

   2 2 2 2 5

20 5 2 2
5040

T
z g

h z z A B AC C BD D z
h h

 


      


 

 2 2 2 2 45 6 6 5 5A B AC C BD D hz         2 2 2 2 2 375 75 25 58 25 58A B AC C BD D h z        

 2 2 2 2 3 2100 100 150 82 150 82A B AC C BD D h z         

 2 2 2 2 440 40 130 82 130 82A B AC C BD D h z        

 2 2 2 2 540 40 130 82 130 82A B AC C BD D h       


 

(6) 
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         2 22 3
6

Wz
B D h sin Acos Bsin hz A C cos B D sin z

h
    


          

 
      2 2 2 2 2 2 2 2

12

h z z
AC C BD D z AC C BD D hz AC C BD D h

h






               

 
   7 6

2 2
14 112 49 49 14

120960

g h z z
AB BC AD CD z AB BC AD CD h z

h





 
           

   2 5 3 4352 31 89 146 554 59 639 78AB BC AD CD h z AB BC AD CD h z           

   4 3 5 2338 67 999 456 184 221 317 328AB BC AD CD h z AB BC AD CD h z           

   6 3 7208 227 317 328 208 227 317 328AB BC AD CD h z AB BC AD CD h           

 
        2

3 22 33 4 8 7 83 7
360

Wsin h z z
A C z A C hz A C h z A C h

h





 
      

 
          2 3 44 3 2

2
322 7

360
3 3

D h z z
A C z A C hz A C h z A C h z A C h

h





 
           

 
   7 6

2 2
7 56 47 2 7

362880

g h z z
AB BC AD CD z AB BC AD CD hz

h



 

 
           

   2 5 3 4196 133 182 173 392 203 742 499AB BC AD CD h z AB BC AD CD h z           

   4 3 5 2112 203 266 499 1120 805 3038 2273AB BC AD CD h z AB BC AD CD h z         

   6 7896 805 2506 2273 896 805 2506 2273AB BC AD CD h z AB BC AD CD h         

 
        3 2 2 33 12 7 8 7 8 7

120

Wsin h z z
A C z A C hz A C h z A C h

h





 
          

 
          4 3 2 2 3 42 2 16 13 14 13 14 13

360

D h z z
A C z A C hz A C h z A C h z A C h

h





 
          

 
   

2

2 2 9 2 2 8

2 3
84 2 840 756 84

33916800

g h z z
A AC C z A AC C hz

h





 
       


  

   2 2 2 7 2 2 3 63010 14 686 3920 3479 686A AC C h z A AC C h z        

   2 2 4 5 2 2 5 42820 921 3714 15352 15397 1214A AC C h z A AC C h z         

   2 2 6 3 2 2 7 217912 27569 8144 3648 7851 4176A AC C h z A AC C h z        
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   2 2 8 2 2 93648 7851 4176 3648 7851 4176A AC C h z A AC C h       


 

 
   

2

2 2 9 2 2 8

2 2 2
27 2 270 243 27

119750400

g h z z
A AC C z A AC C hz

h



 

 
       


 

   2 2 2 7 2 2 3 6830 142 358 160 637 358A AC C h z A AC C h z        

   2 2 4 5 2 2 5 45110 637 4592 14756 8141 10192A AC C h z A AC C h z         

   2 2 6 3 2 2 7 24648 14035 10192 48208 23935 43268A AC C h z A AC C h z         

   2 2 8 2 2 938912 82985 43268 38912 82985 43268A AC C h z A AC C h      


, 

 
   

22 2

2 2 2 2 6 2 2 2 5

20

25 2 2 10 3 3 2 2
40320

g h z
A B AC C BD D z A B AC C BD D hz

h
P


             







 2 2 2 2 2 475 75 50 69 50 69A B AC C BD D h z        

 2 2 2 2 3 34 25 25 50 19 50 19A B AC C BD D h z         

 2 2 2 2 4 25 5 110 221 110 221A B AC C BD D h z        

 2 2 2 2 5110 110 420 336 420 336A B AC C BD D h z        

 
  2 2 2 2 655 55 210 183 210 183

2

g h z h z
A B AC C BD D h

h

  
       


 

 
         

2

2cos sin 2 cos sin
24

Wg h z
A C B D z A C B D hz

h


   




            

    
 

 
2

2 2 2 3cos sin 2 2 2 2
120

g h z
A C B D h AC C BD D z

h


 




          

 

     2 2 2 2 2 2 2 2 34 4 2 2 3 2 3 2 3 2 3AC C BD D hz AC C BD D h z AC C BD D h             


 

 
   

2

2

2 2

8 7

2
14 112 42 42 28

1209600

g h z
AB BC AD CD z AB BC AD CD hz

h





 
           

   2 6 3 5342 2 148 158 484 86 786 24AB BC AD CD h z AB BC AD CD h z           

   4 4 5 310 16 4 101 74 496 474 174 64AB BC AD CD h z AB BC AD CD h z          
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   6 2 7148 212 662 868 792 898 1498 1672AB BC AD CD h z AB BC AD CD h z          

 
 

   
2

8 4 3

2
396 449 749 836 4 2 2

720

g Wsin h z
AB BC AD CD h A C z A C hz

h

 



 
            

     
 

   
2

2 2 3 4

2

4 52 6 3 4 13 8
5040

g D h z
A C h z A C h z A C h A C z A C hz

h

 



 
              

       2 3 3 2 4 52 9 12 2 10 11 10 11A C h z A C h z A C h z A C h            

 
   

22 2

8 7

2 2
7 56 46 4 14

3628800

g h z
AB BC AD CD z AB BC AD CD hz

h



 

 
           

   2 6 3 5196 126 224 204 392 182 868 538AB BC AD CD h z AB BC AD CD h z         

   4 4 5 3140 490 280 1280 2128 1218 5852 3522AB BC AD CD h z AB BC AD CD h z          

   6 2 7644 2926 1876 8324 3416 4634 9604 13126AB BC AD CD h z AB BC AD CD h z          

 
 

 
2

8 41708 2317 4802 6563
240

g Wsin h z
AB BC AD CD h A C z

h

 



 
          

       3 2 2 3 42 2 5 2 3 4 3 4A C hz A C h z A C h z A C h            

 
       

2

5 4 2 3 3 24 8 2 22 15 4 4 17
5040

g D h z
A C z A C hz A C h z A C h z

h

 



 
           

   
 

 
22 2 2

4 5 2 2

2

1

3

02 38 53 38 53 14
7983

2
3600

AC
g h z

A C h h C zz A C A
h





 
     

    

     2 9 2 82 2 2 2 3 72140 476112 28 98 644112 68 2528AC C z AC C z AC C zA h A h A h         

   242 2 6 5 52370 708 403 82 264 01097 4 6AC C z hh AC C zA A        

   2 6 4 72 2 2 35788 2498 1490 23099 10 320 8AC C z AC C zA h A h        

   8 22 2 2 922808 1842 7106 40121059 3138hAC C zA C zA hC        

  12 02 3553 2001569 6AC hCA    


 

 
   

22 2 2

2 2 2 2

2

10 9

2 2
29 10

4790016
9 8

00
2AC C C

g h z
z

h
AC zA A h



 

 
 


        



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

23 

 

 

Burmasheva N. V., Prosviryakov E. Yu. Temperature field investigation in layered flows of a vertically  swirling viscous  

incompressible fluid under two thermocapillar forces at a free boundary // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials 

and structures. – 2019. – Iss. 1. – P. 6–42. – DOI: 10.17804/2410-9908.2019.1.006-042. 

 

   2 2 2 22 8 3 7251 18 127 276 27252AC CA h A hz AC C z       

   2 4 6 52 2 2 5560 205 724 622 6 035 068 41 2 4AC C z CA h A C zhA       

   2 6 4 7 32 2 222198 35880 10178 23852 2646808 7AC C z zA AC Ch A h       

   28 2 92 2 265096 63122 411306 5 79420 1540 4 99 72A h A hAC C z AC C z        

  12 02 77022 498710 89 62 AC hCA   


. 

 3.2. Случай нагрева верхней границы  

Проанализируем приведенное выше точное решение (6) в частном случае задания ис-

точников тепла только на верхней границе слоя. Для этого необходимо положить 0,A B   

в результате чего общее решение (6) принимает вид: 

u  ; 

1T
C

z
h

 ; 

 2 2

1
2

g C
P z h

h


  ; 

 2 2

2
6

zC
T h

D
z

h
z

h
 


 ; 

   2 4

2

2 22 4 2
2 24

g D g C
P z h z h

h
h

h
z

 




    ; 

   53 2 3 25 3 46 8
24 7

5 15 1
20

6
D g Dz g

V
C

sin z z h z h z zW h z
h h

h z h
  


  


        ; 

   23 2 3 5 2 5

2

3 36
7

15 4 68
24 2

0
0

6
g

U
C g C D

cos z z z h z h z z h z hz
h h

W h
  


  


         

   
2

2 2 7 2 5

2
282 3 3

2 6 120960

gi CzWs n D
h z z h z z z h z

h

  

   
 

  
       

4 5 2 73210 448 648h z h z h     ; 

 
 

2 2

5 4 2 3 3 2 4 5

20 5 5 58 82 82 82
5040

T z
g C Dz

h z z z h h z h z h z h
h h






           

  
  

 
2 2

2 2 2 2

6 12

C D h z zWz
Dh sin Ccos Dsin z z hz h

h h
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2

7 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 3 7

2
14 14 146 78 456 328 328 328

120960

g CD h z z
z hz h z h z h z h z h z h

h





 
          

 
 2

22 333 77
360

3
Wsin C h z z

z hz h z h
h





 
     

 
 2

4 3 32 422 3
36

2 3 3
0

CD h z z
z hz h z h z h

h





 
      

  7 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 7

2 2
7 7 173 499 499 2273 2273 2273

362880

g CD h z z
z hz h z h z h z h z h z h

h



 

 
          

 
 3 22 33 77 7

120

Wsin C h z z
z hz h z h

h





 
     

 
 4 3 2 2 3 42 2 13 13 13

360

CD h z z
z hz h z h z h

h





 
       

 2 2

9 8 2 7 3 6 4 5 5 4

2 3
84 84 686 686 3714 1214

33916800

g C h z z
z hz h z h z h z h z

h





 
        

6 3 7 2 8 98144 4176 4176 4176h z h z h z h       

 2 2

9 8 2 7 3 4

2

6 5 5 4

2 2
27 27 358 358 4592 10192

119750400

g C h z z
z hz h z h z h z h z

h



 

 
        

6 3 7 2 8 910192 43268 43268 43268h z h z h z h      ; 

  
22 2 2 2

6 5 2 4 3

0

3 4 2 5 6

2
5 10 69 76 221 336 183

40320
P h

g C D h z
z hz z h z h z h z h

h





 
        

 

     
2

2 2
cos sin

2
2 24

g h z h z Wg C D h z
z hz h

h h

   



   
        

  
22 2

3 2 2 32 4 6 3
120

g C D h z
z hz h z h

h





 
        

 
22 2

8 7 2 6 3 5 4 4 5 3 6 2 7

2 2
14 28 158 24 740 64 868 1671

1209600

g CD h z
z hz h z h z h z h z h z h z

h





 
          

 
2

8 4 3 2 3

2

2 4836 4 2 2 6 3
720

g Wsin C h z
h z hz h z h z h

h
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2

2

5 4 2 3 3 2 4 54 8 2 12 22 11
5040

g CD h z
z hz h z h z h z h

h

 



 
          

 
22 2

8 7 2 6 3 5 4 4 5 3

2 2
7 14 204 538 1280 3522

3628800

g CD h z
z hz h z h z h z h z

h



 

 
        

6 2 7 88324 13126 6563h z h z h      

 
2

4 3 2 2 3 42 5 8 4
240

g Wsin C h z
z hz h z h z h

h

 



 
         

 
2

5 4 2 3 3 2 4 54 8 30 68 106 53
5040

g CD h z
z hz h z h z h z h

h

 



 
          

  10 9 2 8 3 7 4 6 5

22 2 2 2

5

2 3
112 252 708 26014 28

79833600
z

g h z
h zh z h h

C
z z

h
zh





 
       

6 4 7 3 8 2 9 102498 328 1842 4012 2006hz z zh h h hz        

 
2

10 9 5

22

2

2 2 2

8 3 7 6

2

4 5

2
18 29 127

47 0
72 2

1
058 4060

900 60

g h z
h h h h h

C
z z z z z z

h



 

 
        

6 4 7 3 8 2 9 1026472 63122 210178 9977 49886z zh h z hzh h      . 

В силу структуры выбранного класса решений (2) несимметричность выражений ком-

понент xV , yV  поля скорости приводит к тому, что становится невозможным построить ли-

нейное преобразование, позволяющее снизить размерность исследуемой задачи, как это бы-

ло проделано, например, в [34–38]. 

Поставим далее задачу исследования условий существования числа критических точек и 

возникновения вертикальной стратификации в температурном поле (аналогичное исследование 

для более простого класса скоростей было проведено авторами ранее, в частности в [36–38]). 

 3.3. Исследование температурного поля при задании тепловых источников только 

на верхней границе 

Рассмотрим сначала предельный случай – случай задания однородного источника  

тепла ( 0A B C D    ). Полагая все продольные градиенты температуры нулевыми, полу-

чаем, что компоненты температурного поля в изотермическом случае принимают вид: 

1 2 0T T  , 0T Z . 

Очевидно, что данное решение не может описывать стратификацию поля температуры. 

Когда источник тепла не является однородным, поле температуры определяется вкла-

дом нескольких потоков, индуцированных различными причинами, среди которых влияние 

термокапиллярного эффекта, неравномерный нагрев границ слоя жидкости, движение ниж-
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ней границы и др. Причем три из этих потоков индуцированы термокапиллярными силами в 

сочетании с другими факторами. 

Введем всюду далее безразмерную координату  0,1zZ
h

  и перепишем компонен-

ты температурного поля с учетом введенной замены: 

1T CZ ,  
2

2

2
6

1Z D
h C

T Z


 
   

 


; 

 
 

5 2 22
5 4 2

0

31 5 5 58 82 82 82
6 5040

T
g h C DWh Dsin

Z Z Z Z Z Z Z Z
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2 2

1
27 27 358 358 4592 10192
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g C h Z Z
Z Z Z Z Z Z



 

 
        

3 210192 43268 43268 43268Z Z Z      . 

Ввиду несимметричности выражений компонент поля скорости компоненты 1( )T Z   

и 2 ( )T Z  температурного поля оказываются линейно независимы. Действительно, пусть су-

ществует линейное преобразование такое, что градиенты 1T  и 2T  оказываются связаны: 

1 2 , 0T T   . 
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Подставив полученные выше выражения для градиентов, получим: 

 
2

2

6
1CZ

h C
ZZ D



 
 


 

 
; 

2
2

2

0
6

1
6

Z C
h

Z
h

D
C

 
  
  

     
  

 
 

В силу принципа неопределенных коэффициентов последнее тождество равносильно 

системе условий: 

2

2

6

6
,

0.
6

h

h C

D C












 




 




  

Данная система совместна только при 0C D  . В рассматриваемом частном случае 

0A B   выполнение условия 0C D   приводит к предельному случаю однородного ис-

точника тепла, разобранному выше. Таким образом, ввести линейную замену, позволяющую 

снизить размерность задачи без вырождения в нуль градиентов температуры, не представля-

ется возможным.  

Исследуем теперь температурное поле на экстремум. Необходимое условие существо-

вания стационарной точки [78] поля температуры гласит, что точка  0 0 0, ,x y Z является ста-

ционарной, если в ней выполняется система условий: 

0
T

x





; 0

T

y





; 0

T

Z





. 

С учетом структуры класса (3) эти условия равносильны следующей системе: 

1 0T  ; 2 0T  ;  0 1 2 0T T x T y
Z


  


. 

Очевидно, 0 0Z   удовлетворяет первым двум условиям. Подстановка этого значения 

в третье условие позволит определить подходящие 0x  и 0y . 

Для проверки выполнения достаточного условия существования экстремума необхо-

димо рассмотреть значение в стационарной точке  0 0 0, ,x y Z  квадратичную форму, отвеча-

ющую второму дифференциалу функции температуры: 

 
     0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2
2 2 2

2 2 2

, , , , , ,

, ,T

x y Z x y Z x y Z

T T T
dF dx dy dZ dx dy dZ

x y Z
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Данная квадратичная форма ввиду сильной нелинейности фоновой температуры 0T   

не является знакоопределенной, следовательно, экстремума не существует. 

Исследуем теперь компоненты температурного поля на предмет наличия критических 

точек. Очевидно, что компонента 1( )T Z  не допускает расслоений, поскольку является строго 

монотонной (линейной) функцией. Несложно убедиться, что у компоненты 2 ( )T Z  может 

быть не более одного нуля на интервале (0,1) , так как в ее мультипликативную запись вхо-

дит полином второй степени с ненулевым свободным членом, описывающий параболу с 

вершиной на границе исследуемого интервала  0,1 . Легко выписывается условие на пара-

метры, при выполнении которого у градиента 2 ( )T Z  будет один нуль на исследуемом интер-

вале. Для этого рассмотрим нули функции 2 ( )T Z : 

 
2

2 2

0,

0
1 0.

6

T h C

Z

ZD



 
   


  

Точка 0 0Z   является нулем функции 2 ( )T Z , но не является критической. Выпишем 

корни получившегося квадратного уравнения: 

2 2
2

6 6
D

h C h C
Z

 

 
 . 

Если 0C , градиент 2T  определяется выражением  2T DZ  и, следовательно, при 

0D   не обращается в нуль внутри слоя жидкости. Полагая далее 0C , приходим к урав-

нению 

2

2

6
1

D
Z

h C


 


. 

Очевидно, что действительные корни существуют, если 

2
0

6
1

D

h C


 


,  
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что равносильно следующему условию на управляющие параметры задачи: 

2

6

D h

C 
 . 

Если последнее неравенство обратится в равенство (т. е. при 0D  ), будет единствен-

ный корень – 0 0Z  . Если 0
D

C
 , то оба корня лежат вне исследуемого интервала (0,1) . 

Изучим теперь поведение фоновой температуры 0 ( )T Z  и ее изменение по толщине 

слоя жидкости. Из приведенного выше точного решения видно, что фоновая температура 

описывается полиномом одиннадцатой степени с переменными коэффициентами. Известно 

[79], что число корней многочлена не превосходит его степени, в данном случае одиннадца-

ти. Один корень выделяется явно – это 0 0Z  , поскольку фоновая температура, очевидно, 

может быть представлена в мультипликативном виде: 

 0T F Z Z , 

где  F Z  есть линейная комбинация вида 

0 ( )i i

i

F k k t Z  . 

Остальные десять корней многочлена  F Z  могут  лежать вне исследуемого интерва-

ла  0,1 или же быть комплексными.  

Очевидно, что любая критическая точка 0jZ    1,j m  фоновой температуры 0 ( )T Z  

является также нулем функции  F Z , так как справедливо равенство: 

   00 j j jT Z F Z Z  . 

Что в свою очередь приводит к равенству 

0 ( ) 0 ( 1, )i i j

i

k k t Z j m   . 

Эти m условий можно рассматривать как систему m однородных уравнений относи-

тельно коэффициентов ik . Причем среди строк матрицы получившейся линейной системы 

нет пропорциональных в силу строгой монотонности функций ( )it Z  на интервале  0,1 .  

У такой системы всегда существует нетривиальное решение, если число условий m  меньше 

числа неизвестных, в роли которых выступают коэффициенты ik .  

В качестве иллюстрации приведенных выше рассуждений представлены профили  

фоновой температуры 0 ( )T Z при различном числе критических точек у нее (рис. 1–10).  
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Рис. 1. Профиль температуры T
0
  

при отсутствии у нее критических точек 

Рис. 2. Профиль температуры T
0
 при  

наличии единственной критической точки 

 

  

Рис. 3. Профиль температуры T
0
  

при наличии двух критических точек 

Рис. 4. Профиль температуры T
0
  

при наличии трех критических точек 

 

  

Рис. 5. Профиль температуры T
0
  

при наличии четырех критических точек 

Рис. 6. Профиль температуры T
0
  

при наличии пяти критических точек 
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Рис. 7. Профиль температуры T
0
  

при наличии шести критических точек 

Рис. 8. Профиль температуры T
0
  

при наличии семи критических точек 

  

Рис. 9. Профиль температуры T
0
  

при наличии восьми критических точек 

Рис. 10. Профиль температуры T
0
  

при наличии девяти критических точек 

Рассмотрим далее поведение температурного поля T с учетом рассмотренных 

выше особенностей его отдельных составляющих 0T , 1T  и 2T . Визуализация данного по-

ля в общем случае не представляется возможной, так как температурному полю отвеча-

ет поверхность в четырехмерном пространстве. Чтобы снизить размерность, рассмотрим 

некоторые сечения, а точнее линии уровня температурного поля в двух характерных се-

чениях рассматриваемого слоя – 0x   (рис. 11 и 12) и 0y   (рис. 13). Как уже упомина-

лось выше, градиент 1( )T Z  не допускает расслоений, а у градиента 2 ( )T Z  может быть не 

более одного нуля на интервале  0,1 . 

На рис. 11–12 четко видно, что изменение свойств температурного градиента 2T  

(т. е. появление у него критической точки) качественным образом меняет распределение 

температуры по рассматриваемому сечению 0x  . Прежде всего линии уровня меняют 

форму. Кроме того, пропадает ярко выраженная центральная зона, позволяющая разде-

лить линии уровня на четыре группы в соответствии с их локализацией в сечении (рис. 11); 

линии уровня становятся качественно подобными, все сечение 0x   заполнено одно-

типными кривыми (рис. 12). 
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Рис. 11. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении x = 0 

(у фоновой температуры T
0
 пять критических 

точек, у градиента T
2
 их нет) 

Рис. 12. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении x = 0 

(у фоновой температуры T
0
 пять критических 

точек, у градиента T
2
 – одна) 

 

Рис. 13. Распределение линий уровня температурного поля в сечении y = 0 

(у фоновой температуры T
0
 пять критических точек) 

 

На рис. 14–17 представлено изменение распределения температурного поля при пере-

ходе от сечения 0,7x   к сечению 0,7x   при отсутствии критических точек у градиента 2T ; 

на рис. 18–21 – при наличии одной критической точки у градиента 2T . 
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Рис. 14. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении x = –0,7 

(у фоновой температуры T
0
 пять  

критических точек, у градиента T
2
 их нет) 

Рис. 15. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении x = –0,3 

(у фоновой температуры T
0
 пять  

критических точек, у градиента T
2
 их нет) 

 

  

Рис. 16. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении x = 0,3 

(у фоновой температуры T
0
 пять критических 

точек, у градиента T
2
 их нет) 

Рис. 17. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении x = 0,7 

(у фоновой температуры T
0
 пять критических 

точек, у градиента T
2
 их нет ) 

Из рис. 14–17 следует, что обнаруженная на рис. 11 центральная зона не пропадает 

при переходе от сечения к сечению вдоль оси Ox . Она несколько деформируется, но тем не 

менее также позволяет разделять сечение на четыре подобласти, в каждой из которых линии 

уровня имеют подобную форму. 
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Рис. 18. Распределение линий уровня 

 температурного поля в сечении x = –0,7 

(у фоновой температуры T
0
 пять  

критических точек, у градиента T
2
 –  

одна критическая точка) 

Рис. 19. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении x = –0,3  

(у фоновой температуры T
0
 пять  

критических точек, у градиента T
2
 –  

одна критическая точка) 

 

  

Рис. 20. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении x = 0,3  

(у фоновой температуры T
0
 пять критических 

точек, у градиента T
2
 – одна  

критическая точка) 

Рис. 21. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении x = 0,7  

(у фоновой температуры T
0
 пять критических 

точек, у градиента T
2
 – одна  

критическая точка) 

Рис. 12, 18–21 демонстрируют качественное сохранение формы линий уровня и их 

движение по профилю при смене сечений. 
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Рис. 22. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении y = –0,7  

(у фоновой температуры T
0
 пять  

критических точек, у градиента T
2
 их нет) 

Рис. 23. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении y = –0,3 

(у фоновой температуры T
0
 пять  

критических точек, у градиента T
2
 их нет) 

  

Рис. 24. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении y = 0,3 

(у фоновой температуры T
0
 пять критических 

точек, у градиента T
2
 их нет) 

Рис. 25. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении y = 0,7 

(у фоновой температуры T
0
 пять критических 

точек, у градиента T
2
 их нет) 
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Рис. 26. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении y = –0,7  

(у фоновой температуры T
0
 пять критических 

точек, у градиента T
2
 – одна  

критическая точка) 

Рис. 27. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении y = –0,3  

(у фоновой температуры T
0
 пять критических 

точек, у градиента T
2
 – одна  

критическая точка) 

 

  

Рис. 28. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении y = 0,3  

(у фоновой температуры T
0
 пять  

критических точек, у градиента T
2
 –  

одна критическая точка) 

Рис. 29. Распределение линий уровня  

температурного поля в сечении y = 0,7  

(у фоновой температуры T
0
 пять  

критических точек, у градиента T
2
 –  

одна критическая точка) 



 

 

Diagnostics, Resource and Mechanics of materials and structures 

Issue 1, 2019 

http://dream-journal.org ISSN 2410-9908 
 

37 

 

 

Burmasheva N. V., Prosviryakov E. Yu. Temperature field investigation in layered flows of a vertically  swirling viscous  

incompressible fluid under two thermocapillar forces at a free boundary // Diagnostics, Resource and Mechanics of materials 

and structures. – 2019. – Iss. 1. – P. 6–42. – DOI: 10.17804/2410-9908.2019.1.006-042. 

 

Аналогично изменение распределения температуры при переходе от сечения 0,7y    

к сечению 0,7y   при отсутствии критических точек у градиента 2T  приведено на рис. 22–25;  

на рис. 26–29 – при наличии одной критической точки у градиента 2T . 

Сравнение рис. 22–25 и рис. 26–27 показывает, что линии уровня имеют качественно 

подобную форму и представленные профили отличаются только распределением значений 

поля температуры по этим линиям уровня. Из этого следует, что при данном сочетании 

управляющих параметров вклад градиента T
1
 превалирует. 

Непостоянство кривизны линий уровня в рассмотренных сечениях также подчеркива-

ет факт существенно нелинейного характера распределения температуры в исследуемом 

слое. Отдельно отметим, что в случаях, когда термокапиллярный эффект вырождается, 

структура температурного поля становится несколько более простой, но также отражает не-

линейность распределения температурного поля. 

4. Заключение 

В настоящей работе рассмотрено влияние термокапиллярного эффекта на одной из 

границ слоя вязкой несжимаемой жидкости на свойства слоистых крупномасштабных те-

чений, индуцированных градиентами температуры. Для выбранных краевых условий бы-

ло получено точное решение системы уравнений тепловой конвекции в приближении 

Буссинеска. Внимание в статье уделено температурному полю. Для полученного реше-

ния, описывающего изменение температуры, было показано, что соответствующая по-

верхность в четырехмерном фазовом пространстве не имеет точек экстремума. Кроме то-

го, были исследованы на предмет возможных расслоений все компоненты температурно-

го поля. Было показано, что один из градиентов температуры ни при каких условиях не 

обращается в нуль внутри исследуемого слоя жидкости, а для остальных компонент при 

некоторых условиях найдется толщина слоя жидкости, при которой в слое появляются 

точки, при переходе через которые эти компоненты меняют знак на противоположный. 

Показано, что такие точки могут быть не единственны. 
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